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क्र अध्याय पेज नंिर 
1. अमूर्त बीजगणिर् (Abstract algebra)  1 - 33 
 (i) द्विचर संद्वक्रया व उसके गुिधमत   
 (ii) समूह ससद्ांर् व गुिधमत   
 (iii) अवयव की कोठी   
 (iv) चक्रीय समूह   
 (v) क्रमचय समूह   
 (vi) सम र्था द्ववषय क्रमचय    
 (vii) उप समूह   
 (viii) सहसमचु्चय या सहकुलक   
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 (x) प्रसामान्य या साधारि उपसमूह   
 (xi) द्ववभाग (खडं) समूह   
 (xii) समहू समाकाररर्ा   
 (xiii) अभ्यास प्रश्न   
2. कलन (Calculus) 34 – 90 
 (i) ध्रुवीय द्वनरे्दशांक पद्द्वर्   
 (ii) चाप का अवकलज   
 (iii) ध्रुवीय वक्रो का प्रद्वर्च्छेर्दन कोि   
 (iv) ध्रुवीय अध: स्पशी र्था अधोलम्ब   
 (v) वक्रर्ा   
 (vi) आंसशक अवकलन   
 (vii) समघार् फलन आयलर प्रमेय   
 (viii) र्दो चर वाले फलनों के उच्च्चष्ठ र्था द्वनम्म्नष्ठ    
 (ix)अनन्र् स्पर्शियााँ   
 (x) द्रिक द्वबन्ु   
 (xi) वक्र अनुरेखि   
 (xii) अन्वालोप एवं केन्िज   
 (xiii) गामा र्था बीटा फलन   
 (xiv) लेवनीज प्रमये    
 (xv) के्षत्रकलन    
 (xvi) द्वि–समाकलन का अनुप्रयोग   
 (xvii) चापकलन     
 (xviii) नैज समीकरि  

द्ववषय वस्र्ु 
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 (xxi) द्वि एवं द्वत्रसमाकलन  
 (xxii) अभ्यास प्रश्न   
3. वास्र्द्ववक द्ववश्लेषि (Real analysis) 91 – 118 
 (i) वास्र्द्ववक संख्याओं का अणभगृहीर्   
 (ii) अन्र्राल  
 (iii) वास्र्द्ववक संख्या का प्रद्वर्वेश  
 (iv) द्वनरपेक्ष मान  
 (v) द्वववृर् व संवृर् समचु्चय  
 (vi) वास्र्द्ववक अनुक्रम  
 (vii) सैण्डद्वबच प्रमेय  
 (viii) श्रिेी   
 (ix) श्रेिी का अणभरि पररक्षि ससद्ान्र्  
 (x) एकान्र्र श्रेिी  
 (xi) एकसमान अणभसरि   
 (xii) अभ्यास प्रश्न  
4. सम्म्मश्र द्ववश्लेषि (complex analysis) 119 – 138 
 (i) सम्म्मश्र संख्या का समुच्चय व सीमा बबिु  
 (ii) सम्म्मश्र फलन की सीमा (limit)  
 (iii) सम्म्मश्र फलन की सान्र्त्य (Continuity)  
 (iv) सम्म्मश्र फलन की अपकलनीयर्ा (Differentiability)  
 (v) द्ववश्लेद्वषक फलन (Analytic function)  
 (vi) कोशी रीमान समीकरि  
 (vii) प्रसंवार्दी फलन (Harmonic function)  
 (viii) रूपांर्रि या प्रद्वर्चचत्रि  
 (ix) अभ्यास प्रश्न  
5. अवकलन समीकरि (Differential equaction) 139 – 174 
 (i) अवकलन समीकरि के हल  
 (ii) प्रथम कोटी और प्रथम घार् के अवकलन समीकरि  
 (iii) समाकलन गुिक द्वनकालने की द्ववचधयााँ  
 (iv) प्रथम कोटी र्था उच्च घार्ों के अवकलन समीकरि  
 (v) अचर गिुााँक वाले रैखखक अवकलन समीकरि  
 (vi) प्रथम कोटी र्था प्रथम घार् के युगपर् समीकरि  
 (vii) द्विर्ीय कोटी के रैखखक अवकल समीकरि  
 (viii) अभ्यास प्रश्न  
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6. स्थैद्वर्की और गद्वर्की (Statics and dynamics) 175 – 233 
 (i) यांद्वत्रक (Mechanics)/ स्थैद्वर्की (Statics)  
 a. बल व उसके प्रकार  
 b. समर्लीय बलों का संयोजन र्था द्ववयोजन  
 c. संगामी बलों का सन्रु्लन  
 d. लामी प्रमेय  
 e. समान्र्र बल  
 f. बल आघिूत  
 g. अभ्यास प्रश्न  
 (ii) गद्वर्क द्ववज्ञान (Dynamics)  
 a.  वेग व त्वरि  
 b. गद्वर् के समीकरि  
 c. गुरूत्वाधीन रेखीय गद्वर्  
 d. गद्वर् के द्वनयम  
 e. प्रके्षप्य (Projectile)  
 f. अभ्यास प्रश्न  
7. रैखखक प्रोग्ाममिग (Linear Programming) 234 – 262 
 a. रैखखक प्रोग्ाममिग का सामान्य पररचय  
 b. रैखखक प्रोग्ाममिग समस्या द्वनरूपि  
 c. रैखखक प्रोग्ाममिग समस्या हल करने की द्ववचधयााँ  
 d. आधारी हल और आधारी सुसंगल हल  
 e. अवमुख (उत्तल) समुच्चय  
 f. ससम्पलेक्स द्ववचध  
 g. िैर्र्ा (Duality)  
 h. पररवहन समस्याएाँ  
 i. अभ्यास प्रश्न  

8. 
संख्यात्मक द्ववश्लेषि और अन्र्र समीकरि  
(Numerical Analysis and difference equaltion) 

263 – 290 

 (i) संख्यात्मक द्ववश्लेषि (Nuerical Analysis)  
 a. अन्र्र संकारक  
 b. अन्र्वेशन  
 c. केन्िीय अन्र्र अन्र्वेशन  
 d. संख्यांत्मक अवकलन   
 e. संख्यात्मक समाकलन  
 f. के्षत्रकलन सुत्र में त्रुटी  
 g. वीजीय र्था अवीजीय समीकरि के संख्यात्मक हल  
 h. अणभसरि  
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 a. अन्र्र सीकरि  
 b.  रैखखक अन्र्र समीकरि  
 c. अचर गुिााँकों वाले समघार् रैखखक अन्र्र समीकरि  

 
d. समघार् समीकरि में पररवर्तन योग्य असमघार् अन्र्र 
समीकरि 

 

 e. असमघाद्वर्य रैखखक अन्र्र समीकरि  
 (iii) अभ्यास प्रश्न  
9. सद्रर्दश कलन (Vector calculus) 291 – 316 
 (i) सद्रर्दशों का अवकलन  
 (ii) सद्रर्दशों का समाकलन  
 (iii) अवकलन कारक  
 (iv) प्रविर्ा के गुिधमत  
 (v) द्रर्दग् अवकलन  
 (vi) सद्रर्दशो का कुन्र्ल  
 (vii) रेखा व पृष्ठ सामकलन  
 (viii) गााँस अपसरि प्रमेय  
 (ix) स्टोम्स प्रमेय  
 (x) ग्ीन प्रमेय  
 (xi) अभ्यास प्रश्न  
10 द्वत्रद्ववचमय द्वनरे्दशांक ज्याचमद्वर् (Three dimensional geometry) 317 – 341 
 (i) गोला (Sphere)  
 a. गोले का समीकरि   
 b. गोले का समर्लीय पररच्छेर्दन  
 c. स्पशत समर्ल  
 d. धुव र्था धुवीय समर्ल  
 e. र्दो गोंलो की सापेक्ष च्स्थद्वर्  
 f. र्दो गोलो का प्रद्वर्च्छेर्दन कोि  
 (ii) शंकु (Cone)  
 a. शंकु का समीकरि  
 b. अन्वालोपी शंकु  
 c. लम्बवृद्वर्य शंकु  
 (iii) बेलन (eylinder)   
 a. अन्वालोपी बेलन  
 b. लम्बवृद्वर्य बेलन  
 (iv) अभ्यास प्रश्न  

 

 

♦ ♦ ♦ ♦ 
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          गणित 
 

          द्वितीय श्रेिी शिक्षक भती परीक्षा 
 

 

द्विचर संद्विया (Binary Operation) 
– गणित में द्विचर संद्विया (Binary Operation) एक ऐसी 

द्विया होती है, जो द्वकसी सेट S के दो अवयव को लेकर उसी 
सेट के द्वकसी एक अवयव को उत्पन्न करती है।  

– इसे सामान्यतः * (अर्ाात ऑपरशेन) िारा दशााया जाता ह।ै 
– द्विचर संद्विया द्वकसी समुच्चय A पर एक ऐसा गणितीय द्वनयम 

ह,ै जो A के द्वकसी भी दो अवयवों पर लाग ूहोने पर पुनः A का 
ही एक अद्वितीय अवयव देता ह।ै  

–  इसे x*y ∈ A ∀ x, y ∈ A के रूप में व्यक्त द्वकया जाता ह।ै 
– ऐसी स्थर्द्वत में, समुच्चय A को उस द्विचर संद्विया (*) के ललए 

"संवृत्त" (Closure) कहा जाता है। 
जैसे: - 
(i)  द्वकसी समुच्चय 𝐒 के घात समचु्चय 𝐏(𝐒) में पररभाद्वित 

संद्विया 
 (a) दो समुच्चयों का संघ (Union) (∪) द्विचर सदं्विया ह।ै 
       A ∪  B ∈ P( S) ∀A, B ∈ P( S) 
 (b) दो समुच्चयों का सर्वद्विष्ठ (∩) द्विचर संद्विया है। 
       A ∩  B ∈ P( S)  ∀A, B ∈ P( S) 
(ii)  यदि S, समबि के सभी सदिशों (वके्टरों) का समुच्चय है, 

तो िो सदिशों का 
 (a) सददश योग द्विचर संद्विया ह ैक्योंद्वक 

      𝑎⃗ + 𝑏⃗⃗     ∈  S∀𝑎⃗, 𝑏⃗⃗ ∈  S 
 (b) सददश व्यर्कलि द्विचर सद्विया ह ैक्योंद्वक 

      𝑎⃗ − 𝑏⃗⃗       ∈  S∀𝑎⃗, 𝑏⃗⃗ ∈  S 
 (c) सददश गुणि द्विचर सदं्विया ह ैक्योंद्वक 

       𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗      ∈  S∀𝑎⃗, 𝑏⃗⃗ ∈  S 
 (d) अददश गुणि द्विचर सदं्विया िहीं ह ैक्योंद्वक 

      𝑎⃗ ∈  S, 𝑏⃗⃗ ∈  S द्वकन्तु 𝑎⃗ ⋅ 𝑏⃗⃗ ∉  S  
(iii)  प्राकृत संख्याओं के समुच्चय 𝐍 में पररभाबित  
 (a) योग संद्विया + द्विचर संद्विया ह ैक्योंद्वक  
      𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐍          ∀𝑎 ∈ 𝐍, 𝑏 ∈ 𝐍 
 (b) गुणि संद्विया × द्विचर संद्विया ह ैक्योंद्वक 
       𝑎 × 𝑏 ∈ 𝐍          ∀𝑎 ∈  N, 𝑏 ∈ 𝐍 

(c) व्यर्कलि संद्विया -, द्विचर संद्विया िहीं ह ैक्योंद्वक 
       𝑎 ∈ N, 𝑏 ∈ N हो तो 𝑎 − 𝑏 ∈  N सदैर् सत्य हो आर्श्यक िही 

(d) द्वर्भाजि संद्विया ÷, द्विचर सदं्विया िही है। क्योंद्वक 
        𝑎 ∈ N, 𝑏 ∈ N हो तो 𝑎 ÷ b ∈ N सदैर् सत्य हो आर्श्यक िही 

(iv)  पुिाांकों के समुच्चय 𝐙 में पररभाद्वित 
 (a) योग संद्विया + द्विचर संद्विया ह ैक्योंद्वक 
        𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐙         ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐙 
 (b) गुणि संद्विया ⋅, द्विचर सदं्विया ह ैक्योंद्वक 
      𝑎 ⋅ 𝑏 ∈ 𝐙           ∀𝑎,   𝑏 ∈ 𝐙 

(c) व्यर्कलि संद्विया - द्विचर सद्विया ह ैक्योंद्वक 
       𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐙          ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐙 
 (d) द्वर्भाजि संद्विया ÷, द्विचर सदं्विया िही है। क्योंद्वक  
       𝑎 ∈ Z, 𝑏 ∈ Z हो तो सदैर्र् आर्श्यक िही द्वक 𝑎 ÷ 𝑏 ∈ Z 

Note :- 
(i)  योग संद्विया N, Z, Q, R, और C प्रत्येक समुच्चय में एक 

द्विचर सदं्विया ह।ै 
(ii)  व्यवकलन संद्विया Z, Q, R, और C पर द्विचर सदं्विया है, 

परंतु N पर यह द्विचर नहीं है। 
(iii)  गुिन संद्विया N, Z, Q, R, और C प्रत्येक समुच्चय में द्विचर 

संद्विया ह।ै 
(iv)  द्ववभाजन संद्विया N, Z, Q, R, और C में द्विचर संद्विया नहीं 

ह,ै लेद्वकन Q₀, R₀, और C₀ पर यह द्विचर संद्विया है। 
 

द्विचर संद्विया के गुिधमम– 
(i)  िमद्विद्विमेयता (Commutativity) 
– द्वकसी समुच्चय 𝑆 में पररभाद्वित द्विचर संद्विया एक िम 

द्वर्द्विमेय सदं्विया कहलाती ह ैयदद 
 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎    ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐒 
जैसे: -  

– वाथतद्ववक सखं्याओं के समुच्चय में पररभाद्वित योग और गुिन 

संद्विया िमद्ववद्वनमेय (commutative) हैं। हालांद्वक, 
व्यवकलन (घटान)े की सदं्विया िमद्ववद्वनमेय नहीं होती। 

(ii)  साहचयमता (Associativity) 
– अररक्त समुच्चय S में द्विचर संद्विया ∗ पररभाद्वित ह।ै 

यदद 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) = (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐    ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  S तो द्विचर 
सद्विया *, साहचचवता द्वियम (Associative Law) का 
पालि करती ह।ै 

जैसे :-  
– वाथतद्ववक संख्याओं के समुच्चय R में पररभाद्वित संद्विया, जसै े

योग (+) और गुिन (×), साहचयाता के द्वनयम 
(associative law) का पालन करती हैं। हालादं्वक, 
व्यवकलन (−) संद्विया साहचयाता का पालन नहीं करती। 
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  𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐          ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐙 

 𝑎 ⋅ (𝑏 ⋅ 𝑐) = (𝑎 ⋅ 𝑏) ⋅ 𝑐                  ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐙 

द्वकन्तु 𝑎 − (𝑏 − 𝑐) ≠ (𝑎 − 𝑏) − 𝑐 

प्रद्वतलोम अियि (Inverse Element) 
– िाम तथा दणक्षि प्रद्वतलोम अियि (Left & Right 

Inverse of an Element) 

– अररक्त समुच्चय 𝑆 में पररभाद्वित द्विचर संद्विया * का तत्समक 

अर्यर् 𝑒 है। यदद 𝑎 ∈  S के ललए 𝑏1 ∈  S इस प्रकार 

द्ववद्यमान  हो ताद्वक   𝒃𝟏 ∗ 𝒂 = 𝒆   हो तो 𝑏1 को 𝑎 का र्ाम 

प्रद्वतलोम अर्यर् (left inverse) कहते है। 

– इसी प्रकार 𝑎 ∈  S के ललए 𝑏2 ∈  S इस प्रकार हो ताद्वक 

 𝒂 ∗ 𝒃𝟐 = 𝒆  हो तो 𝑏2 को 𝑎 का दक्षिण प्रद्वतलोम अर्यर् 

(Right Inverse) कहते है। 

जैसे :- अररक्त समुच्चय R0 में द्विचर सद्विया 𝑎 ∗ 𝑏 = |𝑎|𝑏 के ललए 

प्रत्येक अशून्य 𝑎 ∈ R0 का दक्षिण प्रद्वतलोम 𝑏 =
1

|𝑎|
 होगा 

जबद्वक र्ाम प्रद्वतलोम द्वर्द्यमाि िही है। 

Note: -  

(i) यदद अररक्त समुच्चय S का अर्यर् 𝑎 का र्ाम तथा दक्षिण 

प्रद्वतलोम दोिों 𝑏 हो तो 𝑏 को 𝑎 का प्रद्वतलोम अर्यर् कहते 

है। 
 𝒂∗𝒃 = 𝒃∗𝒂 = 𝒆 

तथा इस े𝑎−1 स ेप्रदर्शित करते ह।ै 

 पुिः यदद 𝑎 ∈  S का प्रद्वतलोम S में द्वर्द्यमाि ह ै तो 𝑎 को 

व्युत्िमणीय अर्यर् (Inversiable Element) कहते ह।ै 

अतः 𝑎 ∈  S व्युत्िमणीय हो तो ⇒ 𝑎−1 ∈  S 

(ii)  अररक्त समुच्यय S में द्विचर सद्विया ∗ का तत्समक अर्यर् 𝑒 

हो तो  𝒆∗𝒆 = 𝒆 

 अथावत् तत्समक अर्यर् व्यतु्िमणीय होता ह ैतथा तत्समक 

अर्यर् का प्रद्वतलोम भी तत्समक अर्यर् ही होता है। 

जैसे: - 

(i)  िास्तद्विक संख्याओं के समुच्चय 𝑹 में योग संद्विया के 

शलए प्रत्येक 𝒂 ∈ 𝐑 का प्रद्वतलोम −𝒂 ∈ 𝐑 होता है। 

 𝑎 ∈ R ⇒ −𝑎 ∈ R, 

𝑎 + (−𝑎) = (−𝑎) + 𝑎 = 0 (योज्य तत्समक अर्यर्) 

−𝑎 ∈ R, 𝑎 ∈ R का योज्य प्रद्वतलोम कहलाता है। 

(ii)  अशुन्य पररमेय सखं्याओ के समचु्चय 𝑄0 में गुणि संद्विया के 

ललए प्रत्येक 𝑎 ∈ Q0 का प्रद्वतलोम 1

𝑎
∈ Q0 होता है। 

 𝑎 ∈ Q0 ⇒
1

𝑎
∈ Q0, 

𝑎 ⋅
1

𝑎
=

1

𝑎
⋅ 𝑎 = 1 (गुणि तत्समक अर्यर्) 

 1

𝑎
∈ Q0, 𝑎 ∈ Q0 का गुणि प्रद्वतलोम कहलाता है। 

(iii)  एक साहचयम संद्विया के शलए व्युत्िमिीय अियि का 
प्रद्वतलोम अद्वितीय होता है। 

– अररक्त समुच्चय S में एक द्विचर सद्विया ∗ का तत्समक 
अर्यर् e ह,ै तथा मािा 𝑎 ∈  S एक व्यतु्िमणीय अर्यर् इस 
प्रकार ह ैद्वक 𝑆 में 𝑎 के संभर् प्रद्वतलोम 𝑏 तथा 𝑐 है। 

 𝑏 ∗ 𝑎 = 𝑒 तथा 𝑎 ∗ 𝑐 = 𝑒 
 पुि: 𝑏 ∗ (𝑎 ∗ 𝑐) = 𝑏 ∗ 𝑒 = 𝑏 
 तथा (𝑏 ∗ 𝑎) ∗ 𝑐 = 𝑒 ∗ 𝑐 = 𝑐 
 साहचयव गुणधमव स े𝑏 ∗ (𝑎 ∗ 𝑐) = (𝑏 ∗ 𝑎) ∗ 𝑐  
 𝒃 = 𝒄 
 अथावत् प्रत्येक व्युत्िमणीय अर्यर् का प्रद्वतलोम अद्वितीय 

होता है। यदद संद्विया सहचारी ह ैअथर्ा प्रद्वतलोम के अद्वितीय 

होिे के ललए सदं्विया साहचारी होिा आर्श्यक है। 
उदाहरि :  
1.  द्विम्िशलखित द्विचर संद्वियाओं के शलए तत्समक अियि 

तथा प्रद्वतलोम अियि ज्ञात करो। 
 (i) < 𝐆 = {𝟑n ∣ 𝒏 ∈ 𝐙}, 𝒙 > 

 (ii) < 𝐆 = 𝐑 − {−𝟏}, 𝟎 >   
 जहााँ 𝒂 ∘ 𝒃 = 𝒂 + 𝒃 + 𝒂𝒃     ∀𝒂, 𝒃 ∈ 𝐆 
 (iii) < 𝐆 = 𝐐 − {𝟏}, 𝟎 >    
 जहााँ 𝒂𝐨𝒃 = 𝒂 + 𝒃 − 𝒂𝒃     ∀𝒂, 𝒃 ∈ 𝐆  
व्याख्या: - 
 (i) ∵ गुणा संद्विया के ललए तत्समक अर्यर् = 1 
 3𝑛 का गुणि प्रद्वतलोम = 3−𝑛         ∀n ∈ Z 
 (ii) ∵ 𝑎 ∘ 𝑏 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑎𝑏 
  o सदं्विया का तत्समक अर्यर् e हो तो 

𝑎oe = 𝑎
𝑎 + e + 𝑎e = 𝑎
e (1 + 𝑎) = 0

 

 तत्समक अर्यर् e = 0 
 यदद 𝑎 का प्रद्वतलोम 𝑏 हो तो 

𝑎o𝑏 = e ⇒ 𝑎 + 𝑏 + 𝑎𝑏 = 0
 ⇒ 𝑏(1 + 𝑎) = −𝑎

 ⇒ 𝑏 =
−𝑎

1 + 𝑎
,                  𝑎 ≠ −1

 

 𝑎 का प्रद्वतलोम = −𝑎

1+𝑎
               ∀𝑎 ≠ −1 
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  (iii) ∵ 𝑎 ∘ 𝑏 = 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏 

 o संद्विया का तत्समक अर्यर् e हो तो 
𝑎 ∘ e = 𝑎 ⇒ 𝑎 + e − 𝑎e = 𝑎 

e(1 − 𝑎) = 0 ⇒ e = 0 

तत्समक अर्यर् = 0 
 यदद 𝑎 का प्रद्वतलोम 𝑏 हो तो 

𝑎 ∘ 𝑏 = e = 0
⇒ 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏 = 0 ⇒ 𝑏(1 − 𝑎) = −𝑎

𝑏 =
−𝑎

1 − 𝑎
=

𝑎

𝑎 − 1

 

 𝑎 का प्रद्वतलोम 𝑎

𝑎−1
,          𝑎 ≠ 1 

तत्समक अियि (Identity Element) 
द्विचर संद्विया का तत्समक अियि 
– अररक्त समुच्चय 𝑆 में पररभाद्वित द्विचर सद्विया *के ललए 

अर्यर् e इस प्रकार द्ववद्यमान हो ताद्वक 𝑒∗𝑎 = 𝑎∗𝑒 = 𝑎 
तो 𝑒, S में द्विचर संद्विया * का तत्समक अर्यर् कहलाता ह।ै 
जैसे:- 

(i)  र्ास्तद्वर्क सखं्याओं के समुच्चय R में योग संद्विया का 
तत्समक अर्यर् शून्य (0) है। 

𝑎 ∈ R ⇒ 𝑎 + 0 = 0 + 𝑎 = 𝑎             ∀𝑎 ∈ R 

Note: - प्राकृत संख्याओं के समुच्चय N में योग संद्विया का 
तत्समक अर्यर् 0 (शून्य) द्वर्द्यमाि िहीं है। 

(ii)  र्ास्तद्वर्क संख्याओं के समुच्चय 𝑅 में गुणि संद्विया का 
तत्समक अर्यर् 1 (इकाई) है। 

 1 ∈ R ⇒ 1 ⋅ 𝑎 = 𝑎 ⋅ 1 = 𝑎         ∀𝑎 ∈ R 
िाम तथा दणक्षि तत्समक अियि  
– अररक्त समुच्चय 𝑆 में द्विचर संद्विया ∗ के ललए एक अर्यर् 

e1 ∈ S इस प्रकार हो ताद्वक 𝑒1
∗𝑎 = 𝑎   ∀𝑎 Ṡ तो 𝑒1 को 𝑆 

के अन्तगवत * संद्विया का र्ाम तत्समक अर्यर् कहते है। 
– इसी प्रकार S में एक अर्यर् 𝑒2 ∈  S इस प्रकार हो ताद्वक 
 𝑎∗𝑒2 = 𝑎       ∀𝑎 ∈  S 

तो 𝑒2 को S के अन्तगवत * संद्विया का दक्षिण तत्समक 
अर्यर् कहते है। 

Note :- 
(i)  यदद द्वकसी समुच्चय S में द्विचर संद्विया * के ललए वाम 

तत्समक अवयव द्ववद्यमान ह,ै तो यह आवश्यक नहीं द्वक दणिि 
तत्समक अवयव भी द्ववद्यमान हो। इसी प्रकार, यदद दणिि 
तत्समक अवयव द्ववद्यमान है, तो वाम तत्समक अवयव का 
द्ववद्यमान होना अद्वनवाया नहीं ह।ै 

(ii)  यदद द्वकसी द्विचर संद्विया का केर्ल र्ाम अथर्ा केर्ल दक्षिण 
तत्समक अर्यर् द्वर्द्यमाि हो तो तत्समक अर्यर् की संख्या 
एक स ेअधधक हो सकती है। 

(iii)  यदद अररक्त समुच्चय S में पररभाद्वित द्विचर संद्विया * का 
तत्समक अर्यर् e द्वर्द्यमाि हो तो र्ह अद्वितीय होता ह।ै 

 

माड्यूलो पद्धद्वत (Module System) 
– मॉड्यूिो पद्धबत एक गणितीय प्रिाली है, जो संख्याओं को 

द्वकसी द्वनणित सखं्या के सार् भाग देकर शेिफल 
(remainder) द्वनकालने की प्रद्विया पर आधाररत होती है। 
इसे मॉड्यूिर अकंगणित भी कहा जाता है। 

–  यदद 𝑎 तथा 𝑏 ऐसे पूणााँद्वक हो ताद्वक (𝑎 − 𝑏) एक घिात्मक 
पूणााँद्वक m स े द्वर्भाज्य हो तो इसे 𝑎 ≡ 𝑏(mod𝑚) स े
प्रदर्शित करते ह ैतथा इसे " 𝑎 सर्ाांगसम 𝑏 माड्यूलों 𝑚" ( 𝑎 
is congruent to 𝑏 module m) पढ़ते है।" 

 𝒂 ≡ 𝒃(𝐦𝐨𝐝𝒎) ⇔ 𝐦 ∣ (𝒂 − 𝒃) 
माड्यूलो पद्धद्वत में योग -  
–  यदद 𝑎, 𝑏 दो पूणाांक हो तो घिात्मक पूणाांक 𝑚 के ललए दो 

पूणाांक 𝑞 तथा 𝑟 इस प्रकार होगे ताद्वक  
 𝑎 + 𝑏 = 𝑚𝑞 + 𝑟,                 0 ≤ 𝑟 < 𝑚 
 तो 𝑟, 𝑎 और 𝑏 के योग माइ्यूलो 𝑚 का समशेि (Reminder 

of addition modulo m ) कहलाता है। 
 𝑎 + 𝑏 = 𝑟(mod m)  या  𝑎+, 𝑏 = 𝑟 

 𝑎 + 𝑏 = {
𝑎 + 𝑏  यदद 𝑎 + 𝑏 < 𝑚

𝑟  यदद 𝑎 + 𝑏 ≥ 𝑚    जहााँ 𝑟, 𝑎 + 𝑏 में 
 

 𝑚 का भाग देिे पर प्राप्त शेिफल 
सबिया सारिी स ेकुछ िातें: 
(i)  अगर सद्विया सारिी मुख्य द्ववकिा के चारों ओर समममत है, 

तो संद्विया िमद्ववद्वनमेय होगी। 
(ii)  कोई अवयव तब तत्समक अवयव कहलाएगा, जब उसकी पंलक्त 

या थतम्भ पहली पंलक्त या थतम्भ के द्वहसाब से समममत हो। 
(iii)  कोई अवयव व्यतु्िमिीय होगा, अगर उसकी पंलक्त या थतम्भ 

में तत्समक अवयव मौजदू हो। 
जैसे: - उपरोक्त सारणी मुख्य द्वर्कणव के सापेि समधमत ह ैअतः 𝑎 +, 

𝑏 िम द्वर्द्विमेय है। 
 सारणी में 0 (शुन्य) के सापिे प्राप्त पंलक्त (या स्तम्भ) 

प्रारम्म्भक पंलक्त (या स्तम्भ) के सापेि समधमत है।  
 अतः 0 इस सदं्विया का तत्समक अर्यर् है। तथा 
 0 का प्रद्वतलोम अर्यर् 0 
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 2 का प्रद्वतलोम अर्यर् 3 

 3 का प्रद्वतलोम अर्यर् 2 

 4 का प्रद्वतलोम अर्यर् 1 

माड्यूलो पद्धद्वत में गुिि संद्विया - 

– इसी प्रकार 𝑚 एक धि पूणााँक हो तो दो पूणाांकों 𝑎 तथा 𝑏 के 

ललए यदद 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑚𝑞 + 𝑟,           0 ≤ 𝑟 < 𝑚 

 तो 𝑟 को 𝑎 तथा 𝑏 का गुणि माडू्यलो 𝑚 का समशेि [Re. 

minder of multiplication modulo 𝑚 कहते है तथा 

इसे 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑟(mod m) अथर्ा 𝑎 ×m 𝑏 = 𝑟 िारा प्रदर्शित 

  a ×m b = {
a ⋅ b    यदद a ⋅ b < m

𝑟    यदद a ⋅ b ≥ m जहााँ r, ab में 
    m का भाग देिे पर प्राप्त शेिफल 

 

माड्यूलो अिििे िगम - 

– पूणाांको के समुच्चय Z में पररभाद्वित सम्बन्ध (𝑎 + mm𝑏) 

समशेि योग माड्यूलो m समुच्चय Z को असंयुक्त तुल्यता 

र्गों में द्वर्भाजजत कर देता है। जजन्हे अर्शेि र्गव माड्यूलो m 

कहते है। 

– यदद 𝒂 ∈ 𝐙 हो तो 𝒂 का अिििे िगम (𝐦𝐨𝐝𝐦) 

[𝒂] = {𝒏 ∈ 𝐙: 𝒏 − 𝒂, 𝒎 स ेद्विभाज्य है। } 

 पूिः द्वर्भाजि कलि द्वर्धी स ेपणूाांक 𝑎 के ललए 𝑞, 𝑟 ∈ Z इस 

प्रकार होते है। ताद्वक 𝑎 = 𝑞𝑚 + 𝑟 जहााँ 0 ≤ r < m 

अत: 𝑎 ≡ 𝑟(mod m), जहााँ 𝑟 = 0,1,2, … , ( m − 1) 

समशेि (modm), पूणाांको के समुच्चय Z को 𝑚 समशेि र्गों 

[0], [1], [2], ........ [m-1] में द्वर्भाजजत करता है। 

– समशेि र्गो के समुच्चय को 𝐼𝑚 में प्रदर्शित करते है। 

 Im = {[0], [1], [2], … … … … . . , [m − 1]}. 

 जैसे:- 𝑚 = 4 लेि ेपर   
 I4 = {[0], [1], [2], [3]} 
– यदद [𝑎], [𝑏] ∈ Imहो तो अर्शेि र्गों का योग [𝑎] + [𝑏] =

[𝑎 + 𝑏] तथा अर्शेि र्गो का गुणि [𝑎][𝑏] = [𝑎𝑏] 

 जैसे:- 𝐼4 = {[0], [1], [2], [3] हो तो 
 [2] + [4] = [2 + 4] = [6] = [2] 

[2] ⋅ [4] = [2.4] = [8] = [0] 

 मानलो 𝒏 एक स्स्थर धि पूिाांक है और 𝒂, 𝒃, 𝒄 स्िेच्छ 

पूिाांक है, तो 

 (i) 𝑎 ≡ 𝑎(mod 𝑛), 

 (ii) यदद 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑛) तब 𝑏 ≡ 𝑎(mod 𝑛) 
 (iii) यदद 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑛) और 𝑏 ≡ 𝑐(mod 𝑛) 
 तब 𝑎 ≡ 𝑐(mod 𝑛) 
 (iv) यदद 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑛) तब 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑐(mod 𝑛) 
 (v) यदद 𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑛) तब 𝑎𝑘 ≡ 𝑏𝑘(mod 𝑛) प्रत्येक 

धि पूणाांक 𝑘 के ललये। 

समूह लसद्धांत  (Group theory) 
बीजीय पद्धद्वत / द्विकाय / सरचिा- 
– बीजीय पद्धद्वत (Algebraic System) एक ऐसी गणितीय 

संरचना होती ह,ै जजसमें एक या अमधक द्विचर संद्वियाए ँ
पररभाद्वित होती हैं। ये संद्वियाए ँसमुच्चय के दो अवयवों पर काया 
करती हैं और उसी समुच्चय में एक नया अवयव उत्पन्न करती हैं। 

िीजीय पद्धबत की पररभािा: 
– यदद कोई समुच्चय G (जजसे अररक्त समुच्चय कहा जाता ह)ै 

पर कोई द्विचर संद्विया * पररभाद्वित की जाती है, तो इस े
(G,∗) बीजीय पद्धद्वत कहा जाता है। इसका मतलब यह है द्वक 
G में एक द्विचर संद्विया * का पालन द्वकया जा सकता ह,ै और 
उस पर कुछ गुि भी लागू होते हैं। 

 जैसे- (N, +), (Z, −), (Q,×) आदद।  

Note : - बीजीय पद्धद्वत (G,∗) को समुहाभ (Groupoid) अथर्ा 
द्विचर बीजार्ली (Binary algebra) अथर्ा कल्प ग्रुप भी 
कहते है। जबद्वक 𝐆, * के ललए संर्ृत हो बीजीय पद्धद्वत के 
अध्ययि को ही बीज गक्षणत कहते है। 

 

लूप (Loop)- 
– द्वकसी क्र्ैसी ग्रुप (G, *) को लुप कहते ह ैयदद संद्विया * के 

ललए तत्समक अर्यर् (e ∈ 𝐆) इसमें उपम्स्थत हो 
 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎                     ∀𝑎 ∈ G 
– हर लूप एक क्वसैी-ग्रुप होता है, लेद्वकन हर क्वसैी-ग्रुप एक लूप 

नहीं होता क्योंद्वक उसमें तत्समक अवयव आवश्यक नहीं है। 
िूप के गुि- 
1. प्रत्येक अवयव का व्युत्िम (Inverse) मौजूद हो सकता है, 

लेद्वकन यह आवश्यक नहीं है। 
2. यदद लूप साहचया (Associative) हो जाए, तो वह समूह बन 

जाता है। 
3. हर लूप में बाए ँऔर दाए ँद्ववभाजन गुिधमा (Left & Right 

Division Property) होता ह।ै 
4. लूप ज्यादातर स्थर्द्वतयों में साहचया नहीं होते हैं। 
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धुवीय द्विरे्दिााँक पद्धद्वत 

(System of Polar Co-ordinates) 
ध्रुवीय बनरे्दशााँक पद्धबि की पररभाषा- 

–  ध्रुवीय निरे्दश ाँक प्रण ली में एक निश्चित ब िंदु O और एक 

निश्चित रेख  OX को ललय  ज त  है। इस निश्चित ब िंदु O को 

ध्रुव (pole) और रेख  OX को प्र रंश्चिक रेख  कह  ज त  ह।ै 

ध्रुवीय बनरे्दशााँक की व्याख्या- 

 
–  समतल में स्थित नकसी ब िंदु P के ध्रुवीय निरे्दश कं को क्रममत 

युग्म (r, θ) के रूप में र्दश ाय  ज त  है। यह ाँ r, ध्रुव O को P 

स े जोड़ि े व ली सदर्दश रेख  को र्दश ात  ह,ै जजस े ध्रुव न्तर 

सदर्दश य  निज्य सदर्दश कह  ज त  है। 

ध्रुवान्िर कोण की व्याख्या- 

–  क्रममत युग्म क  दूसर  अवयव θ ध्रुव न्तर कोण कहल त  है। 

यह ध्रुव न्तर सदर्दश OP द्व र  प्र रंश्चिक रेख  OX स े ि ए गए 

कोण को र्दश ात  है। 

ध्रुवान्िर कोण का चचन्ह- 

–  यदर्द कोण OX के स पेक्ष व म वता दर्दश  में म प  ज त  ह,ै तो 

θ धि त्मक होत  ह,ै ज नक र्दश्चक्षण वता दर्दश  में म पि ेपर θ 

ऋण त्मक होत  है। 

एक ही बििंदु के ध्रुवीय बनरे्दशाांक की बवबवधिा- 

–  एक ही ब िंदु के ध्रुवीय निरे्दश ंक को अिंत तरीकों स ेप्रर्दर्शिंत 

नकय  ज  सकत  है। 

 (𝑟, 𝜃), (𝑟, 2𝜋 + 𝜃), (𝑟, 4𝜋 + 𝜃), (𝑟, 𝜃 − 2𝜋), 
 (𝑟, 𝜃 − 4𝜋), (−𝑟, 𝜃 + 𝜋), (−𝑟, 𝜃 + 3𝜋), 

 (−𝑟, 𝜃 − 𝜋), (−𝑟, 𝜃 − 3𝜋 ).... आदि एक ही बिन्द  के 

ध्रुवीय बििेश ांक है। 

कार्तिय द्विरे्दिाांक तथा धुवीय द्विरे्दिाांकों में सम्बन्ध - 
– क र्तिंय निरे्दश ंक (x, y) और धवुीय निरे्दश ंक (r, θ) के  ीच 

में निम्िललखखत सम् न्ध होते हैं: 

 
  x = r cos θ y = r sin θ 
– इि समीकरणों क  उपयोग करके, हम क र्तिंय निरे्दश ंकों को 

धुवीय निरे्दश ंकों में और धुवीय निरे्दश ंकों को क र्तिंय 
निरे्दश ंकों में  र्दल सकते हैं। 

– इसके अल व , हमें यह िी य र्द रखि  च नहए नक: 

 r = 2 2x + y  
 θ = tan⁻¹(y/x) 

  
– इि समीकरणों क  उपयोग करके, हम धुवीय निरे्दश ंकों को 

क र्तिंय निरे्दश ंकों में  र्दल सकते हैं। 
उर्दाहरि: 

1.  द्वबन्  𝑷(−𝟏, 𝟏) के धुवीय द्विरे्दिाांक ज्ञात करो- 
व्याख्या: - 
  ∵ 𝑥 = −1, y = 1 

 
𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 = √(−1)2 + 12 = √2

𝜃 = tan−1⁡ (
𝑦

𝑥
) = tan−1⁡ (

−1

1
) = 𝜋 −

𝜋

4
=

3𝜋

4

 

 बिन्द  𝑃 के ध्रुवीय बििेश ांक (√2, 3𝜋
4
) 

2. द्वबन्  के कातीय द्विरे्दिााँक (𝟏,−𝟏) हो तो इसके धुवीय 
द्विरे्दिााँक ज्ञात करो। 

व्याख्या: - 
  ∵ 𝑥 = 𝑟cos⁡ 𝜃 ⇒ 𝑟cos⁡ 𝜃 = 1 
 𝑦 = 𝑟sin⁡ 𝜃 ⇒ 𝑟sin⁡ 𝜃 = −1 

 
𝑟2⁡= 𝑥2 + 𝑦2

⁡= (1)2 + (−1)2

⁡= 1 + 1 = 2⁡ ⇒ ⁡𝑟 = √2

 

 ∵ (1,−1) चतुर्थ चतुर् ांश में स्थर्त ह ैअतः 
 tan 𝜃 = − tan

𝜋

4
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⇒ 𝜃 = 2𝜋 −

𝜋

4
=

7𝜋

4
 

 अत: ध्रुवीय बििेश ाँक (√2, 7𝜋
4
) 
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3. यदर्द द्वबन्  𝑷 के धवुीय द्विरे्दिाांक (−𝟓, 𝝅
𝟑
) हो तो द्वबन्  𝑷 

के कातीय द्विरे्दिाांक ज्ञात करो। 
व्याख्या: - 
  𝑟 = −5, 𝜃 =

𝜋

3
 

 
𝑥 = 𝑟cos⁡ 𝜃 = −5cos⁡

𝜋

3
= −5 ⋅

1

2
= −

5

2

𝑦 = 𝑟sin⁡ 𝜃 = −5sin⁡
𝜋

3
= −5 ⋅

√3

2

 

 बिन्द  𝑃 के क तीय बििेश ांक (− 5

2
, −5

√3

2
) 

र्दो द्वबन् ओं के मध्य दूरी- 
– िो बिन्द  जििके ध्रुवीय बििेश ांक A(𝑟1, 𝜃1) तर्  B(𝑟2, 𝜃2) 

के मध्य दूरी = √𝑟1
2 + 𝑟2

2 − 2𝑟1𝑟2cos⁡(𝜃1 − 𝜃2) 

 
उर्दाहरि: 

1. द्वबन्  (𝟒, 𝝅
𝟐
) तथा (𝟑, 𝝅

𝟔
) के मध्य दूरी ज्ञात करो।  

व्याख्या: - 
  ∵ बिन्द  (𝑟1, 𝜃1) तर्  (𝑟2, 𝜃2) के मध्य दूरी 

 
⁡= √𝑟1

2 + 𝑟1
2 − 2𝑟1𝑟2cos⁡(𝜃1 − 𝜃2)

⁡= √(4)2 + (3)2 − 2 × 4 × 3 × cos⁡ (
𝜋

2
−

𝜋

6
)
 

 
⁡= √16 + 9 − 24cos⁡ (

𝜋

3
)

⁡= √25 − 24 ×
1

2
= √13

 

2. द्वबन्  (𝟒, 𝝅
𝟑
) तथा (−𝟓, 𝝅

𝟐
) के मध्य दूरी ज्ञात करो- 

व्याख्या: - 
  𝑟1 = 4, 𝜃1 =

𝜋

3
   तर्  𝑟2 = −5, 𝜃2 =

𝜋

6
 

   

दूरी 𝑑⁡= √𝑟1
2 + 𝑟2

2 − 2𝑟1𝑟2cos⁡(𝜃1 − 𝜃2)

⁡= √(4)2 + (−5)2 − 2(4)(−5) cos (
𝜋

3
−

𝜋

6
)

⁡= √16 + 25 + 100 ×
√3

2
= √41 + 50√3

 

स्पिी तथा धुवान्तर रेखा के मध्य कोि - 
ध्रुवान्िर रेखा की पररभाषा- 
– ध्रुव O स ेब िंदु P को ममल िे व ली सरल रेख  को ब िंदु P की 

ध्रुव न्तर रखे  कहते हैं। 

ध्रुवान्िर रेखा का झुकाव कोण- 
– ध्रुव न्तर रेख  (r) क  प्र रंश्चिक रखे  (X-अक्ष) के स ि झुक व 

कोण θ होत  है। 
स्पशश रेखा का झुकाव कोण- 
– ब िंदु P पर वक्र की थपशा रेख  PT क  X-अक्ष (प्र रशं्चिक रेख ) 

के स ि झुक व कोण ψ होत  ह।ै 
स्पशश रेखा और ध्रुवान्िर रेखा के मध्य कोण- 
– वक्र के ब िंदु P पर थपशा रेख  और ध्रुव न्तर रेख  के मध्य कोण 

ϕ होत  है। 
– थपशा रखे , ध्रुव न्तर रेख , और प्र रंश्चिक रेख  के झुक व कोणों 

के  ीच सं धं 
 θ + ϕ = ψ  

 
 cos⁡ 𝜙 =

𝑑𝑟

𝑑𝑠
, sin⁡ 𝜙 = 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑠
⇒ tan⁡ 𝜙 = 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑟
 

 ∵ ⁡cos2⁡ 𝜙 + sin2⁡ 𝜙 = 1 

 (𝑟
𝑑𝜃

𝑑𝑠
)
2
+ (

𝑑𝑟

𝑑𝑠
)
2
= 1 

पदर्दक समीकरि - 
– पदर्दक समीकरण एक ऐसे समीकरण को कह  ज त  है, जो 

नकसी वक्र (curve) पर स्थित एक ब िंदु पर खींची गई 
थपशारेख  पर मूल ब िंदु (Origin) से ड ले गए लम्  की लं  ई 
p को वक्र के ध्रुवीय निज्य  r से सं ंमधत करत  है। 

– वक्र के बकसी बिन्द  P(r, 𝜃) पर खीची गई थपशथ रेख  पर मूल 
बिन्ददू स ेड ले गय ेलम्ि की लम्ि ई p कहल ती है। 

 
– 𝑝 तर्  𝑟 में सम्िन्दध वक्र क  पदिक समीकरण कहल त  है। 
 𝒑 = 𝒇(𝒓) 
(i) पदर्दक समीकरण का सामान्य रूप 
 थपशारेख  क  कोण ϕ उस ब िंदु पर वक्र के थपशाकीय दर्दश  को 

र्दश ात  है। 



  
  
 

 Page - 36 

 राजस्थान प्री-टीचर एलिजजबिलिटी टेस्ट (पीटीईटी) 2024  

          गणित 
 

          द्वितीय श्रेिी शिक्षक भती परीक्षा 
 – पदर्दक दूरी p को r और ϕ के म ध्यम स ेनिम्िललखखत रूप में 

व्यक्त नकय  ज त  है: 
 𝑝 = 𝑟 sin𝜙…… . (𝑖) 
–  यह पदर्दक समीकरण क  मूल रूप है। 
(ii)  यदर्द वक्र का समीकरण ध्रुवीय रूप में हो 
 यदि वक्र क  समीकरण ध्रुवीय रूप में हो  
 अर् थत् r = f(𝜃) 

 1

𝑝2
=

1

𝑟2
+

1

𝑟4
(
𝑑𝑟

𝑑𝜃
)
2
……(ii) 

(i), (ii) स े𝜃 क  बवलोपि करिे पर वक्र क  पदिक समीकरण 
प्र प्त होत  है। 

(iii)  यदि 1
𝑟
= 𝑢 हो तो 

 1

𝑝2
= 𝑢2 + (

𝑑𝑢

𝑑𝜃
)
2
 

(iv)  यदि वक्र क  समीकरण क र्तिय रूप में हो तो 
 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0……………………………… .….                (i) 
 𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2………………………………⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(𝑖𝑖) 
 मुल बिन्द  स ेथपशथ रेख  पर लम्ि की लम्ि ई 

 𝑝 =
(𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
−𝑦)

√[1+(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2
]

……………………… . . #(𝑖𝑖𝑖) 

 (i), (ii), (iii) स े𝑥, 𝑦 क  बवलोपि करिे पर वक्र क  पदिक 
समीकरण प्र प्त होत  है। 

उर्दाहरि: 
1.  वक्र 𝒓 = 𝒂(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬⁡ 𝜽) का पदर्दक समीकरि ज्ञात 

करो। 
व्याख्या: - 
  ∵ 𝑟 = 𝑎(1 − cos⁡ 𝜃) 

 
𝑑𝑟

𝑑𝜃
= 𝑎(sin⁡ 𝜃)

⁡∵ tan⁡ 𝜙 = 𝑟
𝑑𝜃

𝑑𝑟
=

1−cos⁡ 𝜃

sin⁡ 𝜃
= tan⁡

𝜃

2
⇒ 𝜙 =

𝜃

2

 

 

 पदिक समीकरण 𝑝 = 𝑟sin⁡𝜙 ⇒ 𝑝 = 𝑟sin⁡
𝜃

2

𝑝 = 𝑟√
1−cos⁡ 𝜃

2
= 𝑟√

𝑟

2𝑎

𝑟3 = 2𝑎𝑝2

 

2. यदर्द 𝒓 = 𝒂(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬⁡ 𝜽) का पदर्दक समीकरि ज्ञात 
करो। 

व्याख्या: - - 

  𝑟 = 𝑎(1 − cos 𝜃) = 2𝑎 sin2
𝜃

2
 

 ⇒
𝑑𝑟

𝑑𝜃
= 2𝑎 ⋅ 2 sin

𝜃

2
⋅ cos

𝜃

2
⋅
1

2
 

 = 2asin
𝜃

2
cos

𝜃

2
 

 ∵ tan𝜙 = 𝑟
𝑑𝜃

𝑑𝑟
= 2𝑎 sin2

𝜃

2
⋅

1

2asin
𝜃

2
cos

𝜃

2

 

 tan𝜙 = tan
𝜃

2
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⇒ 𝜙 =

𝜃

2
 

पदिक समीकरण p = 𝑟sin⁡ 𝜙 

 P = 𝑟 sin
𝜃

2
⁡⁡⁡⁡⁡⁡⇒ p2 = 𝑟2 ⋅ sin2

𝜃

2
 

 p2 = 𝑟2 ⋅
𝑟

2𝑎
⇒ 𝑟3 = 2𝑎𝑝2 

3. वक्र 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 = 𝒂𝟐 का पदर्दक समीकरि ज्ञात करो। 

व्याख्या: -  

 वक्र की थपशथ रेख   

 Y − 𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
(X − 𝑥) ⁡⁡⁡⇒ Y − 𝑦 =

𝑥

𝑦
(X − 𝑥) 

 𝑦Y − 𝑦2 = 𝑥X − 𝑥2 
 xX − yY = 𝑎2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡[∵ 𝑥2 − 𝑦2 = 𝑎2] 

 मुल बिन्द  स ेलम्ि 𝑝 = 𝑎2

√(𝑥2+𝑦2)
=

𝑎2

𝑟
 

 ⇒ 𝑝𝑟 = 𝑎2 

चाप का अवकलज  

(Derivative of an Arc) 
चाप का अवकिज की पररभाषा- 

– च प की लम्  ई (s) क  नवश्चिन्ि चर र लशयों (जसैे-ध्रुवीय 

निरे्दश ंक r, θ य  क तीय निरे्दश कं x,y य  प्र चल t) के स पेक्ष 

अवकलि गुण ंक को च प क  अवकलज कह  ज त  है। 

वक्र का नैज समीकरण (Intrinsic Equation)- 

– वक्र AB पर एक ब िंदु P स्थित है। यदर्द ब िंदु P पर वक्र की 

थपशा रेख  क  x-अक्ष स ेझुक व कोण ψ है और A स ेP तक 

च प की लम्  ई 's' ह,ै तो s और ψ के  ीच क  सं धं वक्र 

क  िैज समीकरण कहल त  ह।ै 

वक्र का नैज समीकरण का रूप- 

 s = f(ψ) 

– च प की लम्ि ई s क  बवभिन्दि चर र शशयों िैसे 𝑥, 𝑦, 𝑟, 𝜃, 𝑡, 

के स पेक्ष अवकलि गुण ांक 𝑑𝑠
𝑑𝑥
,
𝑑𝑠

𝑑𝑦
,
𝑑𝑠

𝑑𝑟
,
𝑑𝑠

𝑑𝜃
,
𝑑𝑠

𝑑𝑡
 च प के 

अवकलि को प्रिर्शित करत ेहैं। 

(i)  कार्तिय समीकरि - 

– वक्र 𝑦 = 𝑓(𝑥) के शलए च प s क  क तीय बििेश ांक 𝑥 के 

स पेक्ष अवकलि 

  𝑑𝑠
𝑑𝑥

= √1 + (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2
 

– च प s क  क तीय बििेश ांक 𝑦 के स पेक्ष अवकलि  

 𝑑𝑠

𝑑𝑦
= √1 + (

𝑑𝑥

𝑑𝑦
)
2
. 



  
  
 

 Page - 37 

 राजस्थान प्री-टीचर एलिजजबिलिटी टेस्ट (पीटीईटी) 2024  

          गणित 
 

          द्वितीय श्रेिी शिक्षक भती परीक्षा 
 (ii)  धुवीय समीकरि - 

– वक्र के बकसी बिन्द  𝑃 को मुल बिन्द  स ेममल ि ेव ली रखे  की 
लम्ि ई 𝑟, तर्  रेख  OP क  𝑥 - अक्ष स े झुक व 𝜃 द्व र  
प्रिर्शित हो तो- 

 
– (𝑟, 𝜃) बिन्द  P के धुवीय बििेशॉक कहल त ेहै। तर्  𝑟 और 𝜃 

में सम्िन्दध वक्र क  धुवीय समीकरण कहल त  ह।ै 
  𝑟 = 𝑓(𝜃) 
– च प 𝑠 क  ध्रुवीय बििेश ांक 𝑟 के स पेक्ष अवकलि  

 𝑑𝑠

𝑑𝑟
= √(𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑟
)
2
+ 1 

– च प 𝑠 क  ध्रुवीय बििेश ांक 𝜃 के स पेक्ष अवकलि  

 𝑑𝑠

𝑑𝜃
= √𝑟2 + (

𝑑𝑟

𝑑𝜃
)
2
 

(iii)  प्राचशलक समीकरि- 
– यदि वक्र क  समीकरण प्र चल 𝑡 के पिों में हो अर् थत ्
 𝑥 = 𝑓1(𝑡), 𝑦 = 𝑓2(𝑡) 
– च प 𝑠 क  प्र च ल 𝑡 के स पेक्ष अवकलि   

 𝑑𝑠

𝑑𝑡
= √(

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
2
+ (

𝑑𝑦

𝑑𝑡
)
2
 

उर्दाहरि: 

1. वक्र 𝒚 = 𝒄𝐜𝐨𝐬𝐡⁡ (
𝒙

𝒄
) के शलए 𝒅𝒔

𝒅𝒙
 का माि ज्ञात करो।  

व्याख्या: - 

  𝑦 = 𝑐cosh⁡ (
𝑥

𝑐
) 

  
2. वक्र 𝒚 = 𝒂𝐥𝐨𝐠⁡ 𝐬𝐢𝐧⁡ (

𝒙

𝒂
) के शलए 𝒅𝒔

𝒅𝒙
 का माि होगा- 

व्याख्या: -  

  ∵ ⁡𝑦 = 𝑎log⁡ sin⁡ (
𝑥

𝑎
)

⁡
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑎 ⋅

1

sin⁡ (
𝑥
𝑎
)
⋅ cos⁡ (

𝑥

𝑎
) ⋅

1

𝑎
= cot⁡ (

𝑥

𝑎
)

⁡∵
𝑑𝑠

𝑑𝑥
= √1 + (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

= √1 + cot2⁡ (
𝑥

𝑎
) = cosec (

𝑥

𝑎
)

 

3. वक्र 𝒓 = 𝐥𝐨𝐠⁡ 𝐬𝐢𝐧𝟑𝜽 के शलए 𝒅𝒔
𝒅𝜽

 का माि ज्ञात करो।  

व्याख्या: -  

 वक्र 𝑟 = log⁡ sin3𝜃 

  
4. यदर्द 𝒙 = 𝒂⁡𝐬𝐞𝐜 𝐭 ⁡ , 𝒚 = 𝒃⁡𝐭𝐚𝐧⁡ 𝒕 हो तो 𝒅𝒔

𝒅𝒕
 का माि ज्ञात 

करो। 

व्याख्या: -  

  𝑥 = 𝑎sec⁡ 𝑡 𝑦 = 𝑏tan⁡ 𝑡 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎sec⁡ 𝑡 ⋅ tan 𝑡⁡ ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

𝑑𝑦

𝑑𝑟
= 𝑏sec2⁡ 𝑡

⁡∵
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= √(

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
2
+ (

𝑑𝑦

𝑑𝑡
)
2

⁡= √(𝑎sec⁡ 𝑡 ⋅ tan⁡ 𝑡)2 + (𝑏sec2⁡ 𝑡)2

⁡= sec⁡ 𝑡√(𝑎2tan2⁡ 𝑡 + 𝑏2sec2⁡ 𝑡)

 

5. वक्र 𝒚 =
𝟏

𝟐
𝐥𝐨𝐠⁡ 𝐭𝐚𝐧𝐡⁡ 𝒙 के शलए 𝒅𝒔

𝒅𝒚
 का माि होगा- 

व्याख्या: - 

  ∵ 𝑦 = 1

2
log⁡ tanh⁡ 𝑥 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

2

1

tanh⁡ 𝑥
× sech2𝑥 =

1

2sinh⁡ 𝑥cosh⁡ 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

sinh⁡2𝑥
𝑑𝑥

𝑑𝑦
= sinh⁡ 2𝑥

𝑑𝑠

𝑑𝑦
= √1 + (

𝑑𝑥

𝑑𝑦
)
2

⁡= √1 + sinh2⁡ 2𝑥 = cosh⁡ 2𝑥

 

ध्रुवीय वक्रों का प्रद्वतच्छेर्दि कोि 
– यदर्द र्दो वक्र नकसी ब िंदु P(r,θ) पर एक-दूसरे को क टते हैं, 

तो उिके थपशाकों (Tangents) के  ीच क  कोण ही 
प्रनतच्छेर्दि कोण (𝛼) होत  है। 
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 – यदि िो ध्रुवीय वक्र C1 तर्  C2 बिन्द  P पर प्रबतच्छेि करते हो 

तो बिन्द  P पर िोिों वक्रों की थपशथ रेख ओं के मध्य कोण िोिों 
वक्रों क  प्रबतच्छेिि कोण कहल त  है। 

 प्रबतच्छेिि कोण 𝛼 = |𝜙2 − 𝜙1| 
उर्दाहरि: 

1. वक्रों 𝟐𝒂

𝒓
= 𝟏 + 𝐜𝐨𝐬⁡ 𝜽 तथा 𝟐𝒂

𝒓
= 𝟏 − 𝐜𝐨𝐬⁡ 𝜽 का 

प्रद्वतच्छेि कोि ज्ञात करो। 
व्याख्या: - 

  ∵ वक्र 2𝑎
𝑟
= 1 + cos 𝜃…… . (𝑖) 

  
 (i) व (ii) 1 + cos⁡ 𝜃 = 1 − cos⁡ 𝜃 ⇒ 𝜃 =

𝜋

2
 

 पुि: प्रर्म वक्र के शलए 

 
2𝑎

𝑟
= 1 + cos⁡ 𝜃

log⁡ 2𝑎 − log⁡ 𝑟 = log⁡(1 + cos⁡ 𝜃)
 

 𝜃 के स पेक्ष अवकलि 

 

1

𝑟

dr

 d𝜃
=

1

1+cos⁡𝜃
× −sin⁡ 𝜃

cot⁡ 𝜙1 =
2sin⁡

𝜃

2
cos⁡

𝜃

2

2cos2⁡
𝜃

2

= tan⁡
𝜃

2

tan⁡ 𝜙1 = cot⁡
𝜃

2

𝜙1 =
𝜋

2
−

𝜃

2

 

 बद्वतीय वक्र के शलए 

 
2𝑎

𝑟
= 1 − cos⁡ 𝜃

log⁡(2𝑎) − log⁡ 𝑟 = log⁡(1 − cos⁡ 𝜃)
 

 𝜃 के स पेक्ष अवकलि 

 0 −
1

𝑟𝑑𝑟
=

1

1−cos⁡𝜃
× sin⁡ 𝜃 

 cot⁡ 𝜙2 = −tan⁡
𝜃

2
⇒ 𝜙2 =

𝜋

2
+

𝜃

2
 

 िोिों वक्रों क  प्रबतच्छेिि कोण 
𝛼 = |𝜙2 − 𝜙1|

⁡= |(
𝜋

2
+
𝜃

2
) − (

𝜋

2
−
𝜃

2
)| = 𝜃

𝛼 =
𝜋

2
⁡ [∵ 𝜃 =

𝜋

2
]

 

2. वक्रों 𝐫 = 𝒂(𝟏 − 𝐜𝐨𝐬⁡ 𝜽) तथा 𝐫 = 𝟐𝒂𝐜𝐨𝐬⁡ 𝜽 का 
प्रद्वतच्छेर्दि कोि ज्ञात करो? 

व्याख्या: - 
  वक्र r = a(1 − cos⁡ 𝜃)}𝑎(1−cos⁡ 𝜃)=2𝑎cos⁡ 𝜃 

  तर्  r = 2𝑎cos⁡ 𝜃}𝜃 = cos−1⁡ (
1

3
) 

प्रर्म वक्र के शलए 

 r = 𝑎(1 − cos⁡ 𝜃) 
 log⁡ r = log⁡ 𝑎 + log⁡(1 − cos⁡ 𝜃) 

 
1

𝑟

𝑑𝑟

𝑑𝜃
= 0 +

1

1−cos⁡ 𝜃
× sin⁡ 𝜃

cot⁡ 𝜙1 = cot⁡
𝜃

2
⇒ 𝜙1 =

𝜃

2

 

 बद्वतीय वक्र के शलए 
 r = 2𝑎cos⁡ 𝜃 
 log⁡ r = log⁡ 2𝑎 + log⁡ cos⁡ 𝜃 

 
1

𝑟

𝑑𝑟

𝑑𝜃
= 0 +

1

cos⁡ 𝜃
× −sin⁡ 𝜃

cot𝜙2 = − tan𝜃
 

 ⇒ 𝜙2 =
𝜋

2
+ 𝜃 

 िोिों वक्रों क  प्रबतच्छेिि कोण 𝛼 = |𝜙2 −𝜙1| 

 
𝛼 = |(

𝜋

2
+ 𝜃) −

𝜃

2
| =

1

2
(𝜋 + 𝜃)

𝛼 =
1

2
[𝜋 + cos−1⁡ (

1

3
)]

 

धुवीय अधःस्पिी तथा अधोलम्ब – 
– ध्रुवीय वक्र r = 𝑓(𝜃) के बिन्द  P(r, 𝜃) पर PT तर्  PN 

क्रमशः थपशथ रेख  तर्  अभिलम्ि है। ध्रुव 𝑂 स ेध्रुव न्दतर रेख  
𝑂𝑃 के लम्िवत् रेख  TON खीचीं िो बक बिन्द  P की थपशथ 

रेख  को T बिन्द  पर तर्  अभिलम्ि को N बिन्द  पर ममलती ह ै
तो OT तर्  ON क्रमशः ध्रवुीय अधःथपशी तर्  धुवीय 
अधोलम्ि को प्रिर्शित करत  है। 

  
 PT = बिन्द  P पर ध्रुवीय थपशथ रेख   

= 
2

2 dr 1 r
dr

 
+  

 

 

 PN = बिन्द  P पर ध्रुवीय अभिलम्ि  

= 
2

2

1 drr 1
dr

 
+  

 

 

 OT = बिन्द  P पर ध्रुवीय अधः थपशी रखे   

 ON = बिन्द  P पर ध्रुवीय अधोलम्ि = dr
d𝜃

 

 △OTP में tan⁡ 𝜙 =
OT

OP
=

OT

r
 

 अत: OT = rtan𝜙 = r (r
d𝜃

dr
) 
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 उर्दाहरि 

1.  परवलय 𝟐𝒂
𝒓
= 𝟏 − 𝐜𝐨𝐬⁡ 𝜽 के अधःस्पिी की लम्बाई =? 

व्याख्या: - 
  2𝑎

r
= 1 − cos 𝜃 

 −2𝑎

r2
dr

d𝜃
= sin𝜃 

 ⇒
dr

d𝜃
= −

r2

2𝑎
sin⁡ 𝜃 

अधःथपशी = r2
 d𝜃
dr

= |r2 ×
2𝑎

r2sin⁡𝜃
| = 2𝑎cosec𝜃 

2.  वक्र 𝒓 = 𝒂(𝟏 + 𝐜𝐨𝐬⁡ 𝜽) की धवुीय स्पिश रेखा की 
लम्बाई =? 

व्याख्या: - 
  R = 𝑎(1 + cos 𝜃) 
 r1 =

dr

d𝜃
= −𝑎sin⁡ 𝜃 

ध्रुवीय थपशथ रखे  = 𝑟

𝑟1
√(r2 + r1

2) 

⁡=
𝑎(1 + cos⁡ 𝜃)

𝑎sin⁡ 𝜃
√𝑎2(1 + cos⁡ 𝜃)2 + (−𝑎sin⁡ 𝜃)2

⁡=
𝑎 ⋅ 2cos2⁡

𝜃
2
)

2sin⁡
𝜃
2
cos⁡

𝜃
2

√(1 + 2cos⁡ 𝜃 + cos2⁡ 𝜃 + sin2⁡ 𝜃)2

⁡= 𝑎cot⁡
𝜃

2
⋅ √2(1 + cos⁡ 𝜃)

⁡= 𝑎cot⁡
𝜃

2
⋅ 2cos⁡

𝜃

2

⁡= 2𝑎cot⁡
𝜃

2
⋅ cos⁡

𝜃

2

 

3.  वक्र 𝐫 = 𝒂

𝜽
 की अधोलम्ब की लम्बाई क्या है? 

व्याख्या: - 
  ∵ r = 𝑎

𝜃
 

 dr

d𝜃
= −

𝑎

𝜃2
 

अधोलम्ि = |
dr

d𝜃
| = |

−𝑎

𝜃2
| 

 =
1

𝑎
(
𝑎2

𝜃2
) =

1

𝑎
(
𝑎

𝜃
)
2
=

r2

𝑎
 

वक्रता (Curvature) 
वक्रिा की पररभाषा- 
– बकसी दिये गय ेवक्र के बकसी बिन्द  पर घुम व क  म पक वक्र 

की उस बिन्द  पर वक्रत  को प्रिर्शित करत  ह।ै िैसे दिय ेगय े
वक्र C1 तर्  C2 में बिन्द  P पर C2 की वक्रत  C1 की तुलि  
में अमधक है। 

 

वक्रिा का मापन- 
– म ि  AB नकसी वक्र क  एक ि ग है। वक्र के न न्दु P पर 

अश्चिलम्  PN ति  अन्य निकटतम न न्दु Q पर अश्चिलम्  
QN ह।ै न न्दु P ति  Q पर खीचे गय ेअश्चिलम्  परथपर न न्दु 
N पर ममलते है। 

 
वक्रिा केन्र- 
– यदर्द न न्दु Q वक्र पर न न्दु P की ओर अग्रसर होत  ह,ै तो 

अश्चिलम् ों क  प्रनतच्छेर्द न न्दु N निश्चित न न्दु C की ओर 
अग्रसर होत  है। इस स्थिनत में न न्दु C को न न्दु P पर वक्र क  
वक्रत  केन्र कहते हैं। 

वक्रिा बिज्या- 
– दुरी CP को न न्दु P पर वक्र की वक्रत  निज्य  कहते ह।ै 
वक्रिा- 
– वक्रत  निज्य  CP क  व्यतु्क्रम न न्दु P पर वक्र की वक्रत  

कहल ती है। 
वक्रिा वृि- 
– वृत जजसक  केन्र न न्दु C ति  (वक्रत  निज्य ) CP वृत की 

निज्य  लेकर खीच  गय  हो, न न्दु P पर वक्र क  वक्रत  वृत 
कहल त  है। 

वक्रिा जीवा 
– न न्दु P स ेवक्रत  वृत में खीची गई जीव  न न्दु P पर वक्रत  

जीव  कहल ती है। 
स्पिी का झुकाव - 
– थपशथ रेख  क  x - अक्ष स ेझुक व 𝜓 हो तो 

 𝑑𝑥

𝑑𝑠
= cos𝜓 ,

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= sin𝜓 ⁡⁡⁡⁡⁡⇒

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= tan𝜓 

 ∵ cos2⁡ 𝜓 + sin2⁡ 𝜓 = 1 

 (
𝑑𝑥

𝑑𝑠
)
2
+ (

𝑑𝑦

𝑑𝑠
)
2
= 1 

– 𝑝 तर्  𝜓 में सम्िन्दध थपशीय ध्रुवीय समीकरण कहल त  है। 
 𝑝 = 𝑓(𝜓) 

वक्रता द्विज्या (Radius of Curvature) 
(i) िैज वक्रो के शलए वक्रता द्विज्या- 

– वक्र 𝑠 = 𝑓(𝜓) वक्रत  बिज्य  𝜌 = 𝑑𝑠

𝑑𝜓
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 (ii) कार्तिय सुि के शलए वक्रता द्विज्या- 

– वक्र क  समीकरण 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

 वक्रत  बिज्य  𝜌 =
[1+(

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2
]

3
2

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2

 

 ∵ 𝑥 तर्  𝑦 अक्षों को अन्दतः पररवर्तित करिे पर वक्रत  बिज्य  
अपररवथबतत रहती ह ैअतः 

 𝜌 =
[1+(

𝑑𝑥

𝑑𝑦
)
2
]

3
2

𝑑2𝑥

𝑑𝑥𝑦2

 

(iii)  पदर्दक समीकरिों के शलए वक्रता द्विज्या - 
– वक्र क  पदिक समीकरण 𝑝 = 𝑓(𝑟) 

 वक्रत  बिज्य  𝜌 = 𝑟
𝑑𝑟

𝑑𝑝
 

(iv)  ध्रुवी बक्रो के शलए वक्रता द्विज्या - 
– वक्र क  ध्रुवीय समीकरण 𝑟 = 𝑓(𝜃) 

 वक्रत  बिज्य  𝜌 = [𝑟2+𝑟1
2]
3
2

𝑟2+2𝑟1
2−𝑟𝑟2

 

 िह ाँ 𝑟1 =
𝑑𝑟

𝑑𝜃
 तर्  𝑟2 =

𝑑2𝑟

𝑑𝜃2
 

(v)  प्राचशलक वक्रो के शलए वक्रता द्विज्या - 
– वक्र के प्र चशलक समीकरण 
 𝑥 = 𝑓(𝑡) तर्  𝑦 ≐ 𝜙(𝑡) 

 हो तो वक्रत  बिज्य  𝜌 = (𝑥′2+𝑦′2)
3
2

𝑥′𝑦′′−𝑥′′𝑦′
 

 िह ाँ 𝑥′ = 𝑑𝑥

𝑑𝑡
, 𝑦′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑡
, 𝑥′′ =

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
, 𝑦′′ =

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
 

(vi) यदर्द वक्र में 𝒙 तथा 𝒚 र्दो 𝒔 के फलि हो तो वक्र की वक्रता 
द्विज्या - 

– यदि वक्र की वक्रत  बिज्य  𝜌 हो तो 

 1

𝜌
= √(

𝑑2𝑥

𝑑𝑠2
)
2

+ (
𝑑2𝑦

𝑑𝑠2
)
2

 

(vii)  स्पिीय ध्रुवी समीकरि के शलए वक्रता द्विज्या - 
– वक्र क  थपशीय ध्रुवी समीकरण 𝑝 = 𝑓(𝜓) 

 वक्रत  बिज्य  𝜌 = 𝑝 +
𝑑2𝑝

𝑑𝜓2 

उर्दाहरि: 

1. वक्र 𝒔 = 𝟒𝒂𝐬𝐢𝐧⁡
𝟏

𝟑
(𝝍 −

𝝅

𝟐
) की वक्रता द्विज्या ज्ञात 

करो। 
व्याख्या: -  

 ∵ वक्रत  बिज्य  𝜌 = 𝑑𝑠

𝑑𝜓
= 4𝑎 ⋅ cos⁡

1

3
(𝜓 −

𝜋

2
) ⋅

1

3
 

 
⁡=

4𝑎

3
√1 − sin2⁡

1

3
(𝜓 −

𝜋

2
)

⁡=
4𝑎

3
√1 − (

𝑠

4𝑎
)
2
=

4𝑎

3
√16𝑎2 − 𝑠2

 

2. वक्र 𝒙𝟐𝒚 = 𝒂(𝒙𝟐 + 𝒚𝟐) के द्वबन्  (−𝟐𝒂, 𝟐𝒂) पर 

वक्रता द्विज्या ज्ञात करो। 

व्याख्या: - 

  ∵ 𝑥2𝑦 = 𝑎(𝑥2 + 𝑦2) 

 

2𝑥𝑦 + 𝑥2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑎 (2𝑥 + 2𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

(𝑥2 − 2𝑎𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑎𝑥 − 2𝑥𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝑎𝑥−2𝑥𝑦

𝑥2−2𝑎𝑦
⇒

𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

𝑥2−2𝑎𝑦

2𝑎𝑥−2𝑥𝑦

(
𝑑𝑥

𝑑𝑦
)
(−2𝑎,2𝑎)

= 0

 

  

 वक्रत  बिज्य  𝜌 =
[1+(

𝑑𝑥

𝑑𝑦
)
2
]

3
2

𝑑2𝑥

𝑑𝑦2

=
(1+0)

3
2

1

2𝑎

= 2𝑎 

वक्रता केन्र 

– वक्र के बकसी बिन्द  P पर वक्रत  केन्दर बिन्द  P स े𝜌 ुरी पर 

स्थर्त बिन्द  होत  है। बिन्द  P पर वक्रत  वृत क  केन्दर वक्रत  

केन्दर कहल त  ह।ै 

 वक्रत  केन्दर (𝑥‾, 𝑦‾) हो तो 𝑥‾ = 𝑥 − 𝜌sin⁡ 𝜓 तर्               

𝑦‾ = 𝑦 + 𝜌cos⁡ 𝜓 

अर्व  

𝑥‾ = 𝑥 −
𝑦1(1+𝑦1

2)

𝑦2
 तर्  𝑦‾ = 𝑦 +

1+𝑦1
2

𝑦2
 

 अत: वक्रत  वृत क  समीकरण  

 (𝑥 − 𝑥‾)2 + (𝑦 − 𝑦‾)2 = 𝜌2 

वक्रता जीवा 

– वक्र के बिन्द  𝑃 के वक्रत  वृत की बिन्द  𝑃 स ेगुिरिे व ली 

िीव , वक्रत  िीव  कहल ती है। 

(i)  धुवान्तर रेखा की दर्दिा में वक्रता जीवा 
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 (ii)  धुवान्तर रेखा के लम्बव्त दर्दिा में वक्रता जीवा 

 𝑃𝑆 = 2𝜌cos⁡𝜙 य  𝑃𝑆 = 2𝜌

𝑟
√(𝑟2 − 𝑝2) 

 
(iii) 𝒙-अक्ष के समान्तर वक्रता जीवा 

𝑃𝑄 = 2𝜌sin⁡ 𝜓 य  𝑃𝑄 =
2𝑦1(1 + 𝑦1

2)

𝑦2
 

(iv) 𝒚 - अक्ष के समान्तर वक्रता जीवा 

𝑃𝑆 = 2𝜌cos⁡ 𝜓 य  𝑃𝑆 =
2(1 + 𝑦1

2)

𝑦2
 

वक्र 𝒓𝒏 = 𝒂𝒏𝐜𝐨𝐬⁡𝒏𝜽 के द्वविषे रुप- 
(i)  यदि 𝑛 = −1 हो तो  
 वक्र सरल रेखा 𝑟cos⁡ 𝜃 = 𝑎 
(ii)  यदि 𝑛 = 1 हो तो  
 वक्र वृत 𝑟 = 𝑎cos⁡ 𝜃 
(iii)  यदि 𝑛 = −

1

2
 हो तो  

 वक्र परवलय 2𝑎
𝑟
= 1 + cos⁡ 𝜃 

(iv)  यदि 𝑛 =
1

2
 हो तो  

 वक्र कार्डिआयड 2𝑟 = 𝑎(1 + cos⁡ 𝜃) 
(v)  यदि 𝑛 = −2 हो तो  
 वक्र आयद्वतत अद्वतपरवलय 𝑟2 cos2𝜃 = 𝑎2 
(vi)  यदि 𝑛 = 2 हो तो  
 वक्र लेममद्विस्केट 𝑟2= 𝑎2cos 2𝜃 

उर्दाहरि 

1.  वक्र 𝒚 = 𝒄 ⋅ 𝐜𝐨𝐬𝐡⁡ (
𝒙

𝒄
) की अक्षों के समान्तर वक्रता 

जीवा ज्ञात करो। 
व्याख्या: - 

  ∵ 𝑦 = 𝑐 ⋅ cosh⁡ (
𝑥

𝑐
) 

 𝑑𝑦

𝑑𝑥
= sinh⁡ (

𝑥

𝑐
) ,

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

1

𝑐
cosh⁡ (

𝑥

𝑐
) 

 𝑥 - अक्ष के सम न्दतर वक्रत  िीव  = 2𝑦1(1+𝑦1
2)

𝑦2
 

 
=

2sinh⁡
𝑥

𝑐
⋅[1+sinh2⁡

𝑥

𝑐
]

1

𝑐
cosh⁡(

𝑥

𝑐
)

= 2sinh⁡
𝑥

𝑐
⋅ cosh⁡

𝑥

𝑐
⋅ 𝑐 = 𝑐sinh⁡ (

2𝑥

𝑐
)

 

 𝑦-अक्ष के सम न्दतर वक्रत  िीव  = 2(1+𝑦1
2)

𝑦2
=

2(1+𝑦1
2)

𝑦2
 

 
=

2(1+sinh2⁡
𝑥

𝑐
)

1

𝑐
cosh⁡

𝑥

𝑐

= 2𝑐 ⋅ cosh⁡
𝑥

𝑐
= 2𝑦

 

2. वक्र 𝒓𝟐 = 𝒂𝟐𝐜𝐨𝐬⁡ 𝟐𝜽 के ध्रुव स े गुजरि े वाली वक्रता 

जीवा ज्ञात करो। 

व्याख्या: - 
  ∵ 𝑟2 = 𝑎2 cos2𝜃 

 2𝑟
𝑑𝑟

𝑑𝜃
= −2𝑎2 sin2𝜃 

 Tan𝜙 = 𝑟
𝑑𝜃

𝑑𝑟
= 𝑟 (

−𝑟

𝑎2 sin2𝜃
) = −

𝑎2 cos2𝜃

𝑎2 sin2𝜃
 

 tan⁡ 𝜙 = −cot⁡ 2𝜃 = tan⁡ (
𝜋

2
+ 2𝜃) 

 𝜙 =
𝜋

2
+ 2𝜃 

 वक्र क  पदिक समीकरण 𝑝 = rsin𝜙 

 𝑝 = rsin (
𝜋

2
+ 2𝜃) = rcos2𝜃 = 𝑟 ⋅

𝑟2

𝑎2
=

𝑟3

𝑎2
 

वक्रत  बिज्य  𝜌 = 𝑟 ⋅
𝑑𝑟

𝑑𝑝
= 𝑟 ⋅

𝑎2

3𝑟2
=

𝑎2

3𝑟
 

 ध्रुव न्दतर रखे  पर लम्ि वक्रत  िीव  = 2𝜌 cos𝜙 

 =
2𝜌

𝑟
√(𝑟2 − 𝑝2) =

2

𝑟
⋅
𝑎2

3𝑟
√𝑟2 − (

𝑟3

𝑎2
)
2

 

 =
2𝑎2

3𝑟2
⋅
𝑟

𝑎2
⋅ √(𝑎4 − 𝑟4) =

2

3𝑟
√(𝑎4 − 𝑟4) 

मुल द्वबन्  पर वक्रता (न्यृटि बवचध) - 

(i) वक्र 𝑦 = 𝑓(𝑥) की मुल बिन्द  पर 𝑥-अक्ष वक्र की थपशथ रेख  

हो तो वक्र की वक्रत  बिज्य  

 𝝆 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎
𝒚→𝟎

 
𝒙𝟐

𝟐𝒚
 

(ii)  वक्र 𝑦 = 𝑓(𝑥) की मुल बिन्द  पर 𝑦-अक्ष वक्र की थपशथ रेख  

हो तो वक्र की वक्रत  बिज्य  

 𝝆 = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎
𝒚→𝟎

 
𝒚𝟐

𝟐𝒙
 

(iii)  ध्रुवी वक्र 𝑟 = 𝑓(𝜃) के शलए मुल बिन्द  पर वक्रत  बिज्य  

 𝝆 = 𝐥𝐢𝐦
𝒓→𝟎
𝜽→𝟎

 (
𝒓

𝟐𝜽
) 

(iv)  वक्र 𝑦 = 𝑓(𝑥) की मुल बिन्द  पर थपशथ रेख  अक्षो के 

अबतररक्त अन्दय रेख  हो। 

 𝝆 =
(𝟏+𝒑𝟐)

𝟑
𝟐

𝒒
⁡ िह ाँ 𝑦 = 𝑝𝑥 + 𝑞

𝑥2

2!
+⋯. 

Note: बकसी वक्र की मूल बिन्द  पर थपशथ रेख  न्दयूितम घ त के पिो 

को शून्दय रखकर प्र प्त की ि  सकती है।  

 अर् थत् 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑦 = 0 
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 उर्दाहरि 

1. द्विम्ि वक्रो की मुल द्वबन्  पर वक्रता द्विज्या ज्ञात करो। 
  𝒚 − 𝒙 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 = 𝟎 
व्याख्या: - 
  ∵ वक्र 𝑦 − 𝑥 − 3𝑥2 + 𝑥3 = 0 
 मुल बिन्द  पर थपशथ रेख  𝑦 − 𝑥 = 0 
 ∵ 𝑦 = 𝑝𝑥 +

1

2!
𝑞𝑥2 +⋯….. 

𝑦 क  म ि रखिे पर 
 (𝑝𝑥 +

1

2!
𝑝𝑥2 +⋯ . ) − 𝑥 − 3𝑥2 + 𝑥3 = 0 

 (𝑝 − 1)𝑥 + (
𝑞

2
− 3)𝑥2 +⋯…… = 0 

गुण ाँकों की तुलि  स े𝑝 − 1 = 0 ⇒ 𝑝 = 1 
 𝑞

2
− 3 = 0 ⇒ 𝑞 = 6 

 वक्रत  बिज्य  𝜌 = (1+𝑝2)
3
2

𝑞
=

(1+1)
3
2

6
 

 =
2√2

6
=

√2

3
 

2.  वक्र 𝒓 = 𝒂(𝜽 + 𝐬𝐢𝐧⁡ 𝜽) के ध्रुव (मुल द्वबन्  ) पर वक्रता 
 द्विज्या ज्ञात करो। 
व्याख्या: - 
  ध्रुव पर वक्रत  बिज्य  

 

𝜌 = lim
𝑟→0
𝜃→0

 
𝑟

2𝜃

⁡= lim
𝑟→0
𝜃→0

 
𝑎(𝜃+sin⁡ 𝜃)

2𝜃
= lim

𝑟→0
𝜃→0

 
𝑎

2
(1 +

sin⁡𝜃

𝜃
)

⁡=
𝑎

2
(1 + 1) = 𝑎

 

यदर्द वक्र का समीकरि- 
– 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑏1𝑥

2 + 𝑏2𝑥𝑦 + 𝑏1𝑦
2 + 𝑐1𝑥

3 +⋯ = 0  
 हो तो मुल बिन्द  पर वक्रत  बिज्य   

 𝜌 =
(𝑎1

2+𝑎2
2)

3/2

2(𝑎2
2𝑏1−𝑎1𝑎2

2𝑏2−𝑎1
2𝑏3)

 

िह ाँ 𝑎1 = 𝑥 क  गुण ाँक  
 𝑎2 = 𝑦 क  गुण ाँक 
 𝑏2 = 𝑥2 क  गुण ाँक 
 𝑏̇2 = 𝑥𝑦 क  गुण ाँक 
 𝑏3 = 𝑦2 क  गुण ाँक 
 

आांशिक अवकलि  
(Partial Differention) 

र्दो अथवा अमधक चर वाले फलि - 
– फलि जििक  म ि िो य  अमधक चर र शशयों पर बििथर करत  है। 
– यदि चर 𝑧 क  म ि िो चरो 𝑥 तर्  𝑦 के म ि पर बििथर करत  

है। तर्  𝑥 और 𝑦 को बिभित म ि िेिे पर चर 𝑧 क  बिभित 
म ि प्र प्त होत  ह ैतो 𝑧 चरो 𝑥 तर्  𝑦 क  फलि कहल त  है। 

 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

– िह ाँ 𝑥 तर्  𝑦 थवतन्दि चर तर्  𝑧 आभित चर कहल त  है। 
– 𝑥𝑦 समतल में वह प्रिेश जिसके प्रत्येक बिन्द  पर 𝑧 पररि बित 

हो 𝑧 क  प्र न्दत कहल त  ह।ै 
 िैसे:- िेलि क  आयति   V = 𝜋𝑟2 h 
 िह ाँ 𝑟 = िेलि के आध र की बिज्य  तर्  h = िेलि की 

ऊच ई  
 यह ाँ आयति V , िो चर र शशयों 𝑟 तर्  h क  फलि है। 𝑟 तर्  

h थवतांि चर तर्  V आभित चर कहल त  है। 
– इसी प्रक र बििुि ABC क  के्षिफल Δ =

1

2
𝑏𝑐sin⁡  A 

– िह ाँ 𝑏 तर्  c बििुि की िो िुि एाँ तर्  A इि िोिों िुि ओं 
के मध्य कोण है। 

 अतः बििुि क  के्षिफल Δ तीि चर र शशयों 𝑏, 𝑐 तर्  𝐴 क  
फलि है। 

 b, c तर्  A थवतन्दि चर तर्  △ आभित चर कहल त  है। 
द्वबन्  (𝐚, 𝐛) का प्रद्वतवेि - 
– बकसी थवेच्छ धि त्मक अचर 𝛿 के शलए बिन्द ओं (𝑥, 𝑦) क  

समुच्चय िो बक |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 ⇒ 𝑎 − 𝛿 < 𝑥 < 𝑎 + 𝛿 
तर्  |𝑦 − 𝑏| < 𝛿 ⇒ 𝑏 − 𝛿 < 𝑦 < 𝑏 + 𝛿 प्रबतिन्दध क  
प लि करत ेहै। बिन्द  (𝑎, 𝑏) क  𝛿 प्रबतवेश कहल त  है। 

– (𝑎, 𝑏) क  𝛿 प्रबतवेश एक खुल  वगथ म ि  ि  सकत  ह,ै िो 
बक सरल रेख ओं 

  𝑥 = 𝑎 − 𝛿, 𝑥 = 𝑎 + 𝛿, 
 𝑦 = 𝑏 − 𝛿, 𝑦 = 𝑏 + 𝛿 द्व र  पररिद्ध है। 
 अर्व  
 बिन्द  (𝑎, 𝑏) क  𝛿 प्रबतवेश एक खुल  वृत म ि  ि  सकत  ह।ै 

जिसक  केन्दर (𝑎, 𝑏) तर्  बिज्य  𝛿 है। 
 (𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 < 𝛿2 

  
र्दो चर राशि वाले फलिों की सीमा - 
– यदि चर 𝑥, 𝑎 की ओर तर्  𝑦, 𝑏 की ओर अग्रसर हो तो फलि 

𝑓(𝑥, 𝑦) की सीम  A की ओर अग्रसर होती है। यदि प्रत्येक 
थवेच्छ अचर 𝜖 के शलए घि त्मक अचर 𝛿 क  अस्थतत्व इस 
प्रक र हो त बक |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 तर्  |𝑦 − 𝑏| < 𝛿 के शलए 
|𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝐀| < 𝜖⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

 ⇒ lim𝑥→𝑎
𝑦→𝑏

 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐀 

फलि 𝑓(𝑥, 𝑦) की सीम  A क  अस्थतत्व होग  यदि (𝑥, 𝑦) 
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 बिन्द  (𝑎, 𝑏) की ओर बकसी िी पर् स े अग्रसर हो फलि 

𝑓(𝑥, 𝑦) की सीम  सिैव A प्र प्त हो। 
 lim𝑥→𝑎

𝑦→𝑏
 𝑓(𝑥, 𝑦) = lim𝑥→𝑎  [lim𝑦→𝑏  𝑓(𝑥, 𝑦)] 

 = lim𝑦→𝑏  [lim𝑥→𝑎  𝑓(𝑥, 𝑦)] 
र्दो चर राशि वाले फलिो की साांतत्यता - 
– फलि 𝑓(𝑥, 𝑦) बिन्द  (𝑎, 𝑏) पर सतांत कहल त  ह ैयदि सीम  

lim𝑥→𝑎
𝑦→𝑏

 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑎, 𝑏) (प्रत्येक पर् पर) सत्य हो- 

 अर्व  
 फलि 𝑓(𝑥, 𝑦) बिन्द  (𝑎, 𝑏) पर सतांत होग  यदि थवेच्छ 

धि त्मक सांख्य  𝜖 के सांगत धि त्मक अचर 𝛿 ( 𝜖 पर बििथर) 
क  अस्थतत्व इस प्रक र हो त बक प्रत्येक (𝑥, 𝑦) के शलए- 

 |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 तर्  |𝑦 − 𝑏| < 𝛿  
|𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑎, 𝑏)| < 𝜖 

आशििक अवकलि गुिााँक - 
– यदि 𝑧 िो चर र शशयों 𝑥 तर्  𝑦 क  फलि हो 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

तो 

 𝑓𝑥 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= lim

𝛿𝑥→0
 
𝑓(𝑥+𝛿𝑥,𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

𝛿𝑥
 की सीम   

– बवद्यम ि होिे पर इस े𝑧 क  𝑥 के स पेक्ष आांशशक अवकलि 
गुण ाँक कहते ह।ै 

– फलि 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) क  𝑥 के स पेक्ष आशशिक अवकलि 
गुण ाँक 𝑓 (𝑥, 𝑦) क  𝑥 के स पेक्ष स ध रण अवकलि गुण ाँक 
ही होत  ह ैयदि अन्दय थवतन्दि चर 𝑦 को अचर म ि  ि ए 

 इसी प्रक र 𝑓𝑦 =
𝜕𝑓

𝜕𝑦
= lim𝛿𝑦→0  

𝑓(𝑥,𝑦+𝛿𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

𝛿𝑦
 की 

सीम  बवद्यम ि होि े पर इस े 𝑧 क  𝑦 के स पेक्ष आांशशक 
अवकलि गुण ाँक कहते है। 

उच्च क्रम के आांशिक अवकलि गुिााँक - 
– यदि 𝑧 चरो 𝑥 तर्  𝑦 क  फलि हो 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 
 प्रथम कोटी के आांशिक अवकलज- 

 (i) 𝑓𝑥 =
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= lim𝛿𝑥→0  

𝑓(𝑥+𝛿𝑥,𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

𝛿𝑥
 

 (ii) 𝑓𝑦 =
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= lim𝛿𝑦→0  

𝑓(𝑥,𝑦+𝛿𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

𝛿𝑦
 

– यदि यह सीम  बवद्यम ि हो  
पुि: द्वितीय कोटी का आांशिक अवकलज- 
(i) 𝑧 क  𝑥 के स पेक्ष बद्वतीय आांशशक अवकलि 

 𝑓𝑥𝑥 =
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
= lim𝛿𝑦→0  

𝑓𝑥(𝑥+𝛿𝑥,𝑦)−𝑓𝑥(𝑥,𝑦)

𝛿𝑥
 

यदि यह सीम  बवद्यम ि हो 
(ii) 𝑧 क  𝑦 के स पेक्ष बद्वतीय आांशशक अवकलि 

 𝑓𝑦𝑦 =
𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
= lim𝛿𝑦→0  

𝑓𝑦(𝑥,𝑦+𝛿𝑦)−𝑓𝑦(𝑥,𝑦)

𝛿𝑦
  

 यदि यह सीम  बवद्यम ि हो। 

(iii) 𝑓𝑦𝑥 =
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 क  𝑦 के स पेक्ष आांशशक अवकलि 

 𝑓𝑦𝑥 =
𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
= lim𝛿𝑦→0  

𝑓𝑥(𝑥,𝑦+𝛿𝑦)−𝑓𝑥(𝑥,𝑦)

𝛿𝑦
 

(iv) 𝑓𝑥𝑦 =
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 क  𝑥 के स पेक्ष आांशशक अवकलि 

 𝑓𝑥𝑦 =
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
= lim𝛿𝑥→0  

𝑓𝑦(𝑥+𝛿𝑥,𝑦)−𝑓𝑦(𝑥,𝑦)

𝛿𝑥
 

यदि यह सीम  बवद्यम ि हो 
–  यदि 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦) के आांशशक अवकलि सांतत हो तो 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
⇒ 𝑓𝑥𝑦 = 𝑓𝑦𝑥 

– यह आांशशक अवकलिों क  क्रम बवबिमेय गुणधमथ कहल त  है। 
उर्दाहरि 

1. यदर्द 𝒖 = 𝐥𝐨𝐠⁡(𝒙𝟑 + 𝒚𝟑 + 𝒛𝟑 − 𝟑𝒙𝒚𝒛) हो तो 

  𝝏𝒖
𝝏𝒙
+

𝝏𝒖

𝝏𝒚
+

𝝏𝒖

𝝏𝒛
= ?  

व्याख्या: - - 
  ∵ 𝑢 = log⁡(𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 − 3𝑥𝑦𝑧) 

 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

1

(𝑥3+𝑦3+𝑧3−3𝑥𝑦𝑧)
× [3𝑥2 − 3𝑦𝑧]

⁡=
3(𝑥2−𝑦𝑧)

(𝑥3+𝑦3+𝑧3−3𝑥𝑦𝑧)

 

 इसी प्रक र 𝜕𝑢
𝜕𝑦

=
3(𝑦2−𝑥𝑧)

𝑥3+𝑦3+𝑧3−3𝑥𝑦𝑧
 

 𝜕𝑢

𝜕𝑧
=

3(𝑧2−𝑥𝑦)

𝑥3+𝑦3+𝑧3−3𝑥𝑦𝑧
 

 िोड़िे पर  𝜕𝑢
𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢

𝜕𝑧
=

3(𝑥2+𝑦2+𝑧2−𝑥𝑦−𝑦𝑧−𝑧𝑥)

𝑥3+𝑦3+𝑧3−3𝑥𝑦𝑧
 

 =
3

𝑥+𝑦+𝑧
 

 [
∵ ⁡𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 − 3𝑥𝑦𝑧

= (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 𝑥𝑦 − 𝑦𝑧 − 𝑧𝑥)
] 

2. 𝒙𝒙𝒚𝒚𝒛𝒛 = 𝒄 (अचर) तो 𝒙 = 𝒚 = 𝒛 पर 𝝏
𝟐𝒛

𝝏𝒙𝝏𝒚
= ? 

व्याख्या: - - 
  ∵ 𝑥𝑥𝑦𝑦𝑧𝑧 = 𝑐 
 𝑧𝑧 =

𝑐

𝑥𝑥𝑦𝑦
 

log लेि ेपर 𝑧log⁡ 𝑧 = log⁡ 𝑐 − 𝑥log⁡ 𝑥 − 𝑦log⁡ 𝑦 
 𝑥 के स पेक्ष आांशशक अवकलि 
 (𝑧 ⋅

1

𝑧
+ log 𝑧)

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 0 − (𝑥 ⋅

1

𝑥
+ log 𝑥) 

 𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −(

1+log⁡ 𝑥

1+log⁡ 𝑧
) 

इसी प्रक र 𝜕𝑧
𝜕𝑦

= −(
1+log⁡ 𝑦

1+log⁡ 𝑧
) 

 ∵
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑧

𝜕𝑦
) =

𝜕

𝜕𝑥
[−(

1+log𝑦

1+log𝑧
)] 

 =
(1+log𝑦)

(1+log⁡ 𝑧)2
⋅ [

1

𝑧
⋅
𝜕𝑧

𝜕𝑥
] 

 =
(1+log𝑦)

𝑧(1+log⁡ 𝑧)2
× −

(1+log𝑥)

(1+log𝑧)
 

 =
−̇(1+log⁡ 𝑥)(1+log⁡ 𝑦)

𝑧(1+log⁡ 𝑧)3
 

 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 पर 𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

−1

𝑥(1+log⁡ 𝑥)
=

−1

𝑥log⁡(𝑒𝑥)
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 3. यदर्द 𝒖 = 𝐥𝐨𝐠⁡ 𝒓 तथा 𝒓𝟐 = (𝒙 − 𝒂)𝟐 + (𝒚 − 𝒃)𝟐 +

(𝒛 − 𝒄)𝟐 हो तो 𝝏
𝟐𝒖

𝝏𝒙𝟐
+

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒚𝟐
+

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒛𝟐
=? 

व्याख्या: - 

  𝜕𝑢
𝜕𝑥

=
𝜕𝑢

𝜕𝑟
⋅
𝜕𝑟

𝜕𝑥
=

1

𝑟
⋅
(𝑥−𝑎)

𝑟
 

 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
) =

𝜕

𝜕𝑥
(
(𝑥−𝑎)

𝑟2
)

⁡=[(𝑥 − 𝑎) ⋅ (−
2

𝑟3
𝜕𝑟

𝜕𝑥
) +

1

𝑟2
⋅ 1]

⁡=⁡[
−2(𝑥−𝑎)

𝑟3
⋅
(𝑥−𝑎)

𝑟
+

1

𝑟2
]

⁡=⁡
−2(𝑥−𝑎)2

𝑟4
+

1

𝑟2

 

 इसी प्रक र 𝜕
2𝑢

𝜕𝑦2
=

−2(𝑦−𝑏)2

𝑟4
+

1

𝑟2
 

 𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
=

−2(𝑧−𝑐)2

𝑟4
+

1

𝑟2
 

 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
 

 =
−2

𝑟4
[(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 + (𝑧 − 𝑐)2] +

3

𝑟2
 

 =
−2

𝑟4
(𝑟2) +

3

𝑟2
=

1

𝑟2
 

समघात फलि पर आयलर प्रमेय 
– यदि िो य  िो स ेअमधक चरो क  फलि 𝑓, इस प्रक र ह ैत बक 

इसके प्रत्येक पि में चरो (िसैे 𝑥, 𝑦, 𝑧 आदि) की घ तों क  
योग सिैव एक सम ि 𝑛 हो तो इस फलि को 𝑛 घ त क  
समघ त फलि कहते है। 

  
 इसी प्रक र 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑛𝜙(

𝑥

𝑦
) 

 इसी प्रक र 

  
ऑयलर प्रमेय - 
– यदर्द 𝒖 = 𝒇(𝒙, 𝒚) चरो 𝒙 तथा 𝒚 में 𝒏 घात का समघात 

फलि हो तो 

 𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑛𝑓 

 ∵ ⁡𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑛𝐹 (
𝑦

𝑥
) 

  𝜕𝑓
𝜕𝑦

= 𝑥𝑛𝐹′ (
𝑦

𝑥
) (

−y

𝑥
) + 𝐹 (

𝑦

𝑥
) 𝑛𝑥𝑛−1 

 𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= −𝑦𝑥𝑛−1𝐹′ (

𝑦

𝑥
) + 𝑛𝑥𝑛𝐹 (

𝑦

𝑥
)…… . (𝑖) 

 इसी प्रक र     𝜕𝑓
𝜕𝑦

= 𝑥𝑛𝐹′ (
𝑦

𝑥
) (

1

𝑥
) 

  

 (i) + (ii)      𝑥 𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 𝑛𝑓 

– यदर्द 𝒖 = 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) चरो 𝒙, 𝒚 तथा 𝒛 में 𝒏 घात का 

समघात फलि हो तो 

 

𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 𝑛𝑢

𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑛 F (𝑦
𝑥
,
𝑧

𝑥
)

𝑢 = 𝑥𝑛 F(𝑣, 𝑤)       िह ाँ 𝑣 = 𝑦

𝑥
, 𝑤 =

𝑧

𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑥𝑛

𝜕𝐹

𝜕𝑣
⋅
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑥𝑛

𝜕𝐹

𝜕𝑤
⋅
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝐹 ⋅ 𝑛𝑥𝑛−1

⁡= 𝑥𝑛
𝜕𝐹

𝜕𝑣
(
−𝑦

𝑥2
) + 𝑥𝑛

𝜕𝐹

𝜕𝑤
(
−𝑧

𝑥2
) + 𝑛𝑥𝑛−1𝐹

⁡= −𝑦𝑥𝑛−2
𝜕𝐹

𝜕𝑣
− 𝑧𝑥𝑛−2

𝜕𝐹

𝜕𝑤
+ 𝑛𝑥𝑛−1𝐹

𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −𝑦𝑥𝑛−1

𝜕𝐹

𝜕𝑣
− 𝑧𝑥𝑛−1

𝜕𝐹

𝜕𝑤
+ 𝑛𝑥𝑛𝐹

 

 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −𝑦𝑥𝑛−1

𝜕𝐹

𝜕𝑣
− 𝑧𝑥𝑛−1

𝜕𝐹

𝜕𝑤
+ 𝑛u……… . (i) 

  इसी प्रक र 

 𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑥𝑛

𝜕𝐹

𝜕𝑣
⋅
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 𝑥𝑛

𝜕𝐹

𝜕𝑣
⋅ (

1

𝑥
) = 𝑥𝑛−1

𝜕𝐹

𝜕𝑣
 

 𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑥𝑛−1𝑦

𝜕𝐹

𝜕𝑣
…………(𝑖𝑖) 

 𝑧
𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 𝑥𝑛−1𝑧

𝜕𝐹

𝜕𝑤
…………(𝑖𝑖𝑖) 

 (i) + (ii) + ( (iii)  

 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 𝑛𝑢 

व्यापक रूप में आयलर प्रमेय - 

– यदि 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … 𝑥𝑚) चरो 𝑥1, 𝑥2, … 𝑥𝑚 क  𝑛 घ त क  

समघ त फलि हो तो 

 𝑥1
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
+ 𝑥2

𝜕𝑓

𝜕𝑥2
+⋯… . . +𝑥𝑚

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑚
= 𝑛𝑓 

अन्य महत्वपूिश पररिाम - 

– यदि फलि 𝑓(𝑥, 𝑦) चरों 𝑥 तर्  𝑦 क  𝑛 घ त क  समघ त 

फलि हो तो 

 (i) 𝑥 𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+ 𝑦

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
= (𝑛 − 1)

𝜕𝑓

𝜕𝑥
 

 (ii) 𝑥 𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑦

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
= (𝑛 − 1)

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

 (iii) 𝑥2 𝜕
2𝑓

𝜕𝑥2
+ 2𝑥𝑦

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑦2

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
= 𝑛(𝑛 − 1)𝑓 
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 उर्दाहरि: 

1. 𝒖 = 𝐬𝐢𝐧−𝟏⁡ [
𝒙𝟐+𝒚𝟐

𝒙+𝒚
] हो तो 𝝏𝒛

𝝏𝒙
+ 𝒚

𝝏𝒛

𝝏𝒚
= ? 

व्याख्या: - 

  𝑢 = sin−1 [
𝑥2+𝑦2

𝑥+𝑦
] 

𝑧 = sin𝑢 = 𝑥 [
1+(

𝑦

𝑥
)
2

1+(
𝑦

𝑥
)
]  

 अतः 𝑥 𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 1. 𝑧  

 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
(sin 𝑢) + 𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑦
(sin 𝑢) = sin 𝑢 

 xcos 𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ ycos 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= sin𝑢 

 ⇒ 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑢
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= tan𝑢 

2. 𝒖 = 𝐭𝐚𝐧−𝟏⁡ (
𝒙𝟐+𝒚𝟐

𝒙−𝒚
) हो तो 𝒙𝟐

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒙𝟐
+ 𝟐𝒙𝒚

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒙𝝏𝒚
+

𝒚𝟐
𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒚𝟐
= ? 

व्याख्या: - 

 𝑢 = tan−1⁡ (
𝑥2+𝑦2

𝑥−𝑦
) 

 𝑧 = tan 𝑢 = 𝑥 [
1+(

𝑦

𝑥
)
2

1−(
𝑦

𝑥
)
]………(𝑖) 

 𝑥
𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 1 ⋅ 𝑧 

 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
(tan⁡ 𝑢) + 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
(tan⁡ 𝑢) = tan⁡ 𝑢 

 (ii) क  𝑥 के स पेक्ष आांशशक अवकलि करिे पर 

 𝑥
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑢

𝜕𝑥
⋅ 1 + 𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 =
1

2
× 2cos⁡ 2𝑢 ⋅

𝜕𝑢

𝜕𝑥
 

 इसी प्रक र (ii) क  𝑦 के स पेक्ष आांशशक अवकलि करि ेपर 

 x
∂2u

∂x∂y
+y

∂2u

∂y2
=(cos⁡2u-1)

∂u

∂y
 ……………….(iv) 

 (iii) क  𝑥 तर्  (iv) को 𝑦 से गुण  करके िोड़िे पर 

  

3. 𝒖 =
𝒙
𝟏
𝟒+𝒚

𝟏
𝟒

𝒙
𝟏
𝟓+𝒚

𝟏
𝟓

 

व्याख्या: - 

  𝑢 =
𝑥
1
4+𝑦

1
4

𝑥
1
5+𝑦

1
5

 

 𝑢 = 𝑥
1

20 [
1+(

𝑦

𝑥
)

1
4

1+(
𝑦

𝑥
)

1
5

] = 𝑥
1

20𝜙 (
𝑦

𝑥
) 

आयलर प्रमेय के कर्ि स-े 𝑥 𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

1

20
𝑢 

– यदर्द 𝒖 चरों 𝒙 तथा 𝒚 में 𝒏 घात का समघात फलि हो तो- 

 𝒙
𝝏𝒖

𝝏𝒙
+ 𝒚

𝝏𝒖

𝝏𝒚
= 𝒏

𝒇(𝒖)

𝒇′(𝒖)
 

4. यदर्द 𝒖 = 𝐭𝐚𝐧−𝟏⁡ (
𝒙𝟑+𝒚𝟑

𝒙−𝒚
) हो तो 𝒙 𝝏𝒖

𝝏𝒙
+ 𝒚

𝝏𝒖

𝝏𝒖
= ? 

व्याख्या: - 

 (म ि ) 𝑧 = tan⁡ 𝑦 =
𝑥3+𝑦3

𝑥−𝑦
= 𝑥2 (

1+(
𝑦

𝑥
)
3

1−(
𝑦

𝑥
)
) 

 िो बक 𝑥, 𝑦 में िो घ त क  समघ त फलि ह ैअतः आयलर 

प्रमेय स े

 

𝑥
𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 2𝑧

𝑥
𝜕

𝜕𝑥
(tan⁡ 𝑢) + 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
(tan⁡ 𝑢) = 2tan⁡ 𝑢

𝑥sec2⁡ 𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦sec2⁡ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 2tan⁡ u

𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

2tan⁡𝑢

sec2⁡ 𝑢
⇒ 𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= sin⁡ 2𝑢

 

5. यदर्द 𝒖 = 𝐭𝐚𝐧−𝟏⁡ (
𝒙𝟑+𝒚𝟑

𝒙+𝒚
) हो तो 𝒙𝟐 𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒙𝟐
+ 𝟐𝒙𝒚

𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒙𝝏𝒚
+

𝒚𝟐
𝝏𝟐𝒖

𝝏𝒚𝟐
= ? 

 व्याख्या: - 

  𝑧 = tan⁡ 𝑢 =
𝑥3+𝑦3

𝑥+𝑦
  

   आयलर प्रमेय स े 

  𝑥 ⋅ 𝜕𝑧
𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 2. 𝑧 

 
𝑥

𝜕

𝜕𝑥
(tan⁡ 𝑢) + 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
(tan⁡ 𝑢) = 2tan⁡ 𝑢

𝑥sec2⁡ 𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦sec2⁡ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 2tan⁡ 𝑢

 

 𝑥 ⋅
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= sin2u…… . . (i) 

  (i) क  𝑥 के स पेक्ष आशशिक अवकलि 

⁡⁡𝑥
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕𝑢

𝜕𝑥
⋅ 1 + 𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 2 cos 2𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
… . (𝑖𝑖) 

 (i) क  𝑦 के स पेक्ष आशशिक अवकलि 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
⋅ 1 = 2 cos 2𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
………(𝑖𝑖𝑖) 

 (ii) को 𝑥 तर्  (iii) को 𝑦 स ेगुण  करके िोड़िे पर 𝑥2 𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2
+

2𝑥𝑦
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑦2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
 

 = (2cos⁡ 2𝑢 − 1) ⋅ sin⁡ 2𝑢 
– बकसी िी फलि क  आांशशक अवकलि गुण ाँक इस ि त पर 

बििथर करत  ह ैबक आाँशशक अवकलि करत ेसमय बकस चर 

को अचर म ि  गय  है। 
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          गणित 
 

          द्वितीय श्रेिी शिक्षक भती परीक्षा 
 समान्यतया स्पष्ट द्विरे्दि िही दर्दये होिे पर 

(i)  𝑟 के स पेक्ष आशशिक अवकलि की स्थर्बत में 𝜃 को अचर 
शलय  ि त  है। 

(ii)  𝜃 के स पेक्ष आशशिक अवकलि की स्थर्बत में 𝑟 को अचर 
शलय  ि त  है। 

(iii)  𝑥 के स पेक्ष आशशिक अवकलि की स्थर्बत में 𝑦 को अचर 
शलय  ि त  है। 

(iv)  𝑦 के स पेक्ष आशशिक अवकलि की स्थर्बत में 𝑥 को अचर 
शलय  ि त  है। 

  यदि 𝑥 = 𝑟cos⁡ 𝜃, ⁡𝑦 = 𝑟sin⁡ 𝜃 हो तो 

 𝑟 = (𝑥2 + 𝑦2)
1

2, ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝜃 = tan−1⁡ (
𝑦

𝑥
) 

(v) (
𝜕𝑥

𝜕𝑟
)
𝜃  
= cos 𝜃 , (

𝜕𝑟

𝜕𝑥
)
𝑦 

 

 =
𝑥

𝑟
= cos⁡ 𝜃 ⇒

𝜕𝑥

𝜕𝑟
=

𝜕𝑟

𝜕𝑥
 

(vi) (
𝜕𝑦

𝜕𝑟
)
𝜃 
= sin𝜃 , (

𝜕𝑟

𝜕𝑦
)
𝑥 

 

 =
𝑦

𝑟
= sin⁡ 𝜃 ⇒

𝜕𝑦

𝜕𝑟
=

𝜕𝑟

𝜕𝑦
 

(vii) (𝜕𝑥
𝜕𝜃
)
𝑟 
= −rsin𝜃 , (

𝜕𝜃

𝜕𝑥
)
𝑦

 

 =
−𝑦

𝑥2+𝑦2
= −

sin⁡ 𝜃

𝑟
 

 ⇒
𝜕𝑥

𝜕𝜃
= 𝑟2

𝜕𝜃

𝜕𝑥
 

(viii) (𝜕𝑦
𝜕𝜃
)
𝑟 
= rcos 𝜃 , (

𝜕𝜃

𝜕𝑦
)
𝑥
 

 =
𝑥

𝑥2+𝑦2
=

cos⁡ 𝜃

𝑟
 

 ⇒
𝜕𝑦

𝜕𝜃
= 𝑟2

𝜕𝜃

𝜕𝑦
 

(ix) 𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜃

𝜕𝑥
) =

𝜕

𝜕𝑥
(−

sin⁡ 𝜃

𝑟
) = −

𝜕

𝜕𝑥
(
𝑦

𝑟2
) 

 = −𝑦 (−
2

𝑟3
𝜕𝑟

𝜕𝑥
) =

2𝑦

𝑟3
cos⁡ 𝜃 =

sin⁡ 2𝜃

𝑟2
 

 𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
=

2𝑥𝑦

(𝑥2+𝑦2)2
=

sin⁡ 2𝜃

𝑟2
 

(x) 𝜕2𝜃

𝜕𝑦2
=

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜃

𝜕𝑦
) =

𝜕

𝜕𝑦
(

𝑥

𝑥2+𝑦2
) 

 =
−2𝑥𝑦

(𝑥2+𝑦2)2
=

−sin⁡ 2𝜃

𝑟2
 

(xi) 𝜕2𝑟

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑟

𝜕𝑥
) =

𝜕

𝜕𝑥
(cos 𝜃) 

 = −sin⁡ 𝜃
𝜕𝜃

𝜕𝑥
= −sin⁡ 𝜃 ⋅

(−sin⁡ 𝜃)

𝑟
=

sin2⁡ 𝜃

𝑟
 

(xii) 𝜕2𝑟

𝜕𝑦2
=

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑟

𝜕𝑦
) =

𝜕

𝜕𝑦
(sin𝜃) 

 = cos⁡ 𝜃
𝜕𝜃

𝜕𝑦
=

cos2⁡ 𝜃

𝑟
 

(xiii) 𝜕
2𝑟

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑟

𝜕𝑦2
=

1

𝑟
 

(xiv) (𝜕𝑟
𝜕𝑥
)
2
+ (

𝜕𝑟

𝜕𝑦
)
2
= 1 

अत: 

𝜕𝑟

𝜕𝑥
=

𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
= cos⁡ 𝜃 𝜕𝑥

𝜕𝑟
=

𝑥

√(𝑥2 + 𝑦2)
= cos⁡ 𝜃 

𝜕𝑟

𝜕𝑦
=

𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
= sin⁡ 𝜃 𝜕𝑦

𝜕𝑟
=

𝑦

√(𝑥2 + 𝑦2)
= sin⁡ 𝜃 

𝜕𝜃

𝜕𝑥
=

−𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)
=
−sin⁡ 𝜃

𝑟
 𝜕𝑥

𝜕𝜃
= −𝑦 = −𝑟sin⁡ 𝜃 

𝜕𝜃

𝜕𝑦
=

𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)
=
cos⁡ 𝜃

𝑟
 𝜕𝑦

𝜕𝜃
= 𝑥 = 𝑟cos⁡ 𝜃 

𝜕𝑥

𝜕𝑟
=
𝜕𝑟

𝜕𝑥
 

𝜕𝑦

𝜕𝑟
=
𝜕𝑟

𝜕𝑦
 

𝜕𝑥

𝜕𝜃
= 𝑟2

𝜕𝜃

𝜕𝑥
 

𝜕𝑦

𝜕𝜃
= 𝑟2

𝜕𝜃

𝜕𝑦
 

𝜕2𝑟

𝜕𝑥2
=

𝑦2

(𝑥2 + 𝑦2)
3
2

=
sin⁡ 𝜃

𝑟
 𝜕2𝑟

𝜕𝑦2
=

𝑥2

(𝑥2 + 𝑦2)
3
2

=
cos2⁡ 𝜃

𝑟
 

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
=

2𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
=
sin2⁡ 𝜃

𝑟2
 𝜕2𝜃

𝜕𝑦2
=

−2𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
= −

sin⁡ 2𝜃

𝑟2
 

𝜕2𝑟

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑟

𝜕𝑦2
=
1

𝑟
 

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜃

𝜕𝑦2
= 0 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+

1

𝑟2
𝜕2𝑢

𝜕𝜃2
  

सांपूणश अवकलि गुिााँक- 
– यदि 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦) चरो 𝑥 तर्  𝑦 क  फलि हो तर्  𝑥 और 

𝑦 पृर्क-पृर्क चर 𝑡 के फलि हो  
 अर् थत 𝑥 = 𝜙(𝑡), 𝑦 = 𝜓(𝑡) हो तो 𝑑𝑢

𝑑𝑡
 फलि 𝑢 क  चर 𝑡 

के स पेक्ष सम्पूणथ अवकलि गुण ाँक कहल त  ह।ै 
𝑑𝑢

𝑑𝑡
=
𝜕𝑢

𝜕𝑥
⋅
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
⋅
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

 पूिः यदि 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦) चर 𝑥 तर्  𝑦 क  फलि तर्            
𝑥 = 𝜙(𝑡1, 𝑡2 ), 𝑦 = 𝜓(𝑡1, 𝑡2) चरो 𝑡1 तर्  𝑡2 क  फलि 
हो तो 

 𝜕𝑢

𝜕𝑡1
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
⋅
𝜕𝑥

𝜕𝑡1
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
⋅
𝜕𝑦

𝜕𝑡1
, 

 𝜕𝑢

𝜕𝑡2
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
⋅
𝜕𝑥

𝜕𝑡2
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
⋅
𝜕𝑦

𝜕𝑡2
 

अस्पष्ट फलिों के अवकलि गिुााँक- 
– यदि 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐 चर 𝑥, 𝑦 क  अथप्िष्ट फलि हो तो 

 𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑦

= −
𝑝

𝑞
, 

 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −

(𝑞2𝑟−2𝑝𝑞𝑠+𝑝2𝑡)

𝑞3
 

 िह ाँ 𝑝 = 𝜕𝑓

𝜕𝑥
, 𝑞 =

𝜕𝑓

𝜕𝑦
, 𝑟 =

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
, 

 𝑠 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
, 𝑡 =

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
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          गणित 
 

          द्वितीय श्रेिी शिक्षक भती परीक्षा 
 उर्दाहरि: 

 यदर्द 𝒙𝟑 + 𝒚𝟑 − 𝟑𝒂𝒙𝟐 = 𝟎 हो तो 𝒅
𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
 का माि ज्ञात 

करो। 
व्याख्या: - 

  𝑑𝑦
𝑑𝑥

= −
𝜕𝑓/𝜕𝑥

𝜕𝑓/𝜕𝑦
= −

(3𝑥2−6𝑎𝑥)

(3𝑦2)
=

2𝑎𝑥−𝑥2

𝑦2
 

 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑦2(2𝑎−2𝑥)−(2𝑎𝑥−𝑥2)⋅2𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥

𝑦4
 

 =
1

𝑦4
[𝑦2(2𝑎 − 2𝑥) − (2𝑎𝑥 − 𝑥2) ⋅ 2𝑦 (

2𝑎𝑥−𝑥2

𝑦2
)] 

 =
1

𝑦5
[(3𝑎𝑥2 − 𝑥3)(2𝑎 − 2𝑥) − 8𝑎2𝑥2 − 2𝑥4 + 8𝑎𝑥3] 

 =
1

𝑦[
[−2𝑎2𝑥2] ⇒

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

−2𝑎2𝑥2

𝑦5
 

र्दो चर के फलि के शलए टेलर प्रमेय- 
– यदि फलि 𝑓(𝑥, 𝑦) के 𝑛 वी कोटी के आांशशक अवकलि 

सतत् रूप स ेबवघम ि ह ैतर्  अिन्दत प्रस र वधै हो तो 
 𝑓(𝑥 + ℎ, 𝑦 + 𝑘) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + (ℎ

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
) 𝑓 +

1

2!
(ℎ

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
)
2

𝑓 + ⋯… .+
1

𝑛!
(ℎ

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
)
𝑛

𝑓 + ⋯ 

सन्न्िकट पररकलि - 
– यदि 𝑓(𝑥, 𝑦) चरो 𝑥 तर्  𝑦 क  फलि हो तो 𝑥 में अल्प 

पररवतथि 𝛿𝑥 तर्  𝑦 में अल्प पररवतथि 𝛿𝑦 के सांगत 𝑓(𝑥, 𝑦) 
में पररवतथि 𝛿𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥 + 𝛿𝑥, 𝑦 + 𝛿𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 = 𝑓(𝑥 + 𝛿𝑥, 𝑦 + 𝛿𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝛿𝑦) + 𝑓(𝑥, 𝑦 +
𝛿𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 =
𝑓(𝑥+𝛿𝑥,𝑦+𝛿𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦+𝛿𝑦)

𝛿𝑥
𝑥𝛿𝑥 +

(𝑥,𝑦+𝛿𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

𝛿𝑦
× 𝛿𝑦 

 
=⁡ lim

𝛿𝑥→0
 
𝑓(𝑥+𝛿𝑥,𝑦+𝛿𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦+𝛿𝑦)

𝛿𝑥
× 𝛿𝑥

⁡+ lim
𝛿𝑦→0

 
(𝑥,𝑦+𝛿𝑦)−𝑓(𝑥,𝑦)

𝛿𝑦
× 𝛿𝑦

 

 𝛿𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
⋅ 𝛿𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
⋅ 𝛿𝑦 

व्य पक रूप में यदि फलि 𝑓, 𝑛 चरो 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 क  फलि 
हो तो 𝛿𝑓 = 𝜕𝑓

𝜕𝑥1
𝛿𝑥1 +

𝜕𝑓

𝜕𝑥2
⋅ 𝛿𝑥2 +⋯…+

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
, 𝛿𝑥𝑛 

उर्दाहरि: 
1. 𝒖 = 𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝒙𝐬𝐢𝐧⁡ 𝒚 + 𝒚𝐬𝐢𝐧⁡ 𝒙 तथा 
  𝒙 = 𝐥𝐨𝐠⁡ 𝒕, 𝒚 = 𝒆𝒕 तो 𝒅𝒖

𝒅𝒕
 का माि ? 

 (a) (𝑥cos⁡ 𝑦 + sin⁡ 𝑥)
1

𝑡
+ (sin⁡ 𝑦 + 𝑦cos⁡ 𝑥)𝑒𝑡 

 (b) (sin⁡ 𝑦 + 𝑦cos⁡ 𝑥)
1

𝑡
 

 (c) (𝑥cos⁡ 𝑦 + sin⁡ 𝑥)𝑒𝑡 + (sin⁡ 𝑦 + 𝑦cos⁡ 𝑥)
1

𝑡
 

 (d) (sin⁡ 𝑦𝑒𝑡 + sin⁡ 𝑥

𝑡
)  [a] 

 व्याख्या: - 
  𝜕𝑢

𝜕𝑥
= sin𝑦 + 𝑦 cos 𝑥⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

1

𝑡
 

 𝜕𝑢

𝜕𝑦
= xcos 𝑦 + sin𝑥⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑒′ 

 𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
⋅
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
⋅
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

 = (sin⁡ 𝑦 + 𝑦cos⁡ 𝑥) ⋅
1

𝑡
+ (𝑥cos⁡ 𝑦 + sin⁡ 𝑥) ⋅ 𝑒′ 

2. यदर्द 𝒖 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐, 𝒙 = 𝐥𝐨𝐠⁡ 𝒕, 𝒚 = 𝒆𝐭 हो तो 𝒅𝒖
𝒅𝒕

 का 

माि ज्ञात करो।  
व्याख्या: - 

  ∵ 𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
⋅
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
⋅
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

 = 2𝑥 ⋅
1

𝑡
+ 2𝑦 ⋅ 𝑒t 

3. यदर्द 𝒚𝒙 + 𝒙𝒚 = 𝒄 हो तो 𝒅𝒚
𝒅𝒙

 का माि ज्ञात करो। 

व्याख्या: - 

  𝑑𝑦
𝑑𝑥

= −
𝜕𝑓/𝜕𝑥

𝜕𝑓/𝜕𝑦
= −(

𝑦𝑥log⁡ 𝑦+𝑦𝑥𝑦−1

𝑥𝑦𝑥−1+𝑥𝑦log⁡ 𝑥
) 

4.  यदर्द 𝒖 = 𝐬𝐢𝐧−𝟏⁡ (
𝒙

𝒚
) + 𝐭𝐚𝐧−𝟏⁡ (

𝒚

𝒙
) तो 𝒙 𝝏𝒖

𝝏𝒙
+ 𝒚

𝝏𝒖

𝝏𝒚
 का 

माि है।  

 (a) 0 (b) 𝑢
1

2 
 (c) 𝑢 (d) 2𝑢 [a] 
व्याख्या: - 
 म ि  𝑣 = sin−1⁡

𝑥

𝑦
⇒ sin⁡ 𝑣 =

𝑥

𝑦
 

 ∵ यह शुन्दय कोटी क  फलि है। अतः आयलर प्रमेय स े

𝑥
𝜕

𝜕𝑥
(sin𝑣) + 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
(sin 𝑣) = 0 ⋅ sin 𝑣⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡  

 अर्व  𝑥 𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0…… . (i) 

 इसी प्रक र म ि  𝑤 = tan−1⁡ (
𝑦

𝑥
) ⇒ tan⁡ 𝑤 =

𝑦

𝑥
  

 अत; 𝑥 𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦
= 0 

 (i) + (ii) 𝑥 𝜕

𝜕𝑥
(𝑣 + 𝑤) + 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
(𝑣 + 𝑤) = 0 

 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0 

5.  यदर्द 𝑭(𝒖) = 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛), चर 𝒙, 𝒚, 𝒛 का 𝒏 घात का 
समघात फलि है। तथा 𝒖𝒙 =

𝝏𝒖

𝝏𝒙
, 𝒖𝒚 =

𝝏𝒖

𝝏𝒙
, 𝒖𝒛 =

𝝏𝒖

𝝏𝒛
  

तो 𝒙𝒖𝒙 + 𝒚𝒖𝒚 + 𝒛𝒖𝒛 =  
  (a) 𝑛 F(𝑢)   

 (b) 𝑛 𝐹′(𝑢)

𝐹(𝑢)
⁡  

 (c) 𝑛 𝐹(𝑢)

𝐹′(𝑢)
   

 (d) 𝐹(𝑢)
𝐹′(𝑢)

       [c] 

व्याख्या: - 
  (म ि ) 𝑣 = F(𝑢) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
 अत: आयलर प्रमेय के कर्ि स े 

 𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= 𝑛 ⋅ 𝑣 

 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
[𝐹(𝑢)] + 𝑦

𝜕

𝜕𝑥
[𝐹(𝑢)] + 𝑧

𝜕

𝜕𝑧
[𝐹(𝑢)] = 𝑛𝐹(𝑢) 

 𝑥𝐹′(𝑢)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦𝐹′(𝑢)

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑧𝐹′(𝑢)

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 𝑛𝐹(𝑢) 

 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧
=

𝑛𝐹(𝑢)

𝐹′(𝑢)
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6. यदर्द 𝒇 = 𝐬𝐢𝐧−𝟏⁡ (
𝒙𝟐+𝒚𝟐

𝒙+𝒚
) हो तो 𝒙 𝝏𝒇

𝝏𝒙
+ 𝒚

𝝏𝒇

𝝏𝒚
 बराबर है। 

 (a) 𝑓  
 (b) 2𝑓 
 (c) sin⁡ 𝑓  
 (d) tan⁡ 𝑓  [d] 
व्याख्या: - 

 (म ि ) u = sin𝑓 = 𝑥 [
1+(

𝑦

𝑥
)
2

1+(
𝑦

𝑥
)
] 

 अतः ऑयलर प्रमेय के कर्ि स े𝑥 𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 1, 𝑢 

 ⇒ 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
(sin 𝑓) + 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
(sin 𝑓) 

 = sin𝑓 xcos 𝑓 𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ ycos 𝑓

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= sin 𝑓 

 𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦
=

sin𝑓

cos𝑓
= tan𝑓 

7.  यदर्द 𝒖 = 𝒙𝟒𝒚𝟐 जहााँ 𝒙 = 𝒕𝟐, 𝒚 = 𝒕𝟑 हो तो 𝝏𝒖
𝝏𝒕
= 

 (a) 22𝜌3 (b) 14𝑡13 
 (c) 22

23
𝑡11 (d) 23

22
𝑡22 [b] 

व्याख्या: - 

  𝑑𝑢
𝑑𝑡

=
𝜕𝑢

𝜕𝑥
×

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
×

𝑑𝑦

𝑑𝑡
. 

= 4𝑥3𝑦2 × 2𝑡 + 2𝑥4𝑦 × 3𝑡2 
⁡= 8(𝑡2)3(𝑡3)2𝑡 + 6(𝑡2)4(𝑡3) ⋅ 𝑡2

⁡= 8𝑡13 + 6𝑡13 = 14𝑡13
 

8. यदर्द 𝒖 = 𝐜𝐨𝐬⁡(𝒙𝒚), 𝒙 = 𝒆𝒕, 𝒚 = 𝒆−𝐭 हो तो 𝒅𝒖
𝒅𝒕

 का माि 

ज्ञात करो।  
व्याख्या: -  

  ∵ 𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
⋅
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
⋅
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

 = −sin(𝑥𝑦) ⋅ 𝑦 ⋅ 𝑒𝑡 + (− sin(𝑥𝑦) ⋅ 𝑥)(−𝑒−t) 
 = [−𝑦𝑒t + 𝑥𝑒−𝑡] sin(𝑥𝑦) 
 = [−𝑦𝑥 + 𝑥. 𝑦]sin⁡(𝑥𝑦) = 0 
9. यदर्द 𝒛 = 𝐥𝐨𝐠⁡(𝒙𝟐 + 𝒚𝟐) हो तो 𝒙 𝝏𝒛

𝝏𝒙
+ 𝒚

𝝏𝒛

𝝏𝒚
 बराबर है। 

 (a) 0 (b) 1 
 (c) 2 (d) 3 [c] 
व्याख्या: - 
 Z = log(𝑥2 + 𝑦2) 

 𝑢 = 𝑒𝑧 = 𝑥2 [1 + (
𝑦

𝑥
)
2
] 

अतः आयलर प्रमेय स े𝑥 𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 2𝑢 

 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
(𝑒𝑧) + 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
(𝑒𝑧) = 2𝑒𝑧 

 𝑥𝑒𝑧
𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑦𝑒𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 2𝑒𝑧 

 𝑥
𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 2 

10.  यदर्द 𝒖 = 𝒙𝒎𝒚𝒏 है तो 
 (a) 𝑑𝑢 = 𝑚𝑥𝑚−1𝑦𝑛 + 𝑛𝑥𝑚𝑦𝑛−1 
 (b) 𝑑𝑢 = 𝑚𝑑𝑥 + 𝑛𝑑𝑦 
 (c) 𝑢𝑑𝑢 = 𝑚𝑥𝑑𝑥 + 𝑛𝑦𝑑𝑦 

 (d) 𝑑𝑢
𝑢
=

𝑚𝑑𝑥

𝑥
+

𝑛𝑑𝑦

𝑦
  [d] 

व्याख्या: - 
  𝑢 = 𝑥𝑚𝑦𝑛 
 Log𝑢 = log(𝑥𝑚𝑦𝑛) 
 log 𝑢 = mlog 𝑥 + nlog 𝑦 

अवकलि करिे पर 

 1

𝑢
𝑑𝑢 = 𝑚 ⋅

1

𝑥
𝑑𝑥 + 𝑛

1

𝑦
⋅ 𝑑𝑦 

 ⇒
𝑑𝑢

𝑢
=

𝑚

𝑥
𝑑𝑥 +

𝑛

𝑦
𝑑𝑦 

11.  मािा 𝒖 = 𝒇(𝒚 − 𝒛, 𝒛 − 𝒙, 𝒙 − 𝒚) तो 𝝏𝒖
𝝏𝒙
+

𝝏𝒖

𝝏𝒚
+

𝝏𝒖

𝝏𝒛
= 

 (a) 3 
 (b) 2 
 (c) 1 
 (d) 0  [d] 
व्याख्या: - 
 म ि  𝑡1 = 𝑦 − 𝑧, 𝑡2 = 𝑧 − 𝑥, 𝑡3 = 𝑥 − 𝑦 
 𝑢 = 𝑓(𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) 
 𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑢

𝜕𝑡1
×

𝜕𝑡1

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑡2
×

𝜕𝑡2

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑡3
×

𝜕𝑡3

𝜕𝑥
 

 =
𝜕𝑢

𝜕𝑡1
(0) +

𝜕𝑢

𝜕𝑡2
(−1) +

𝜕𝑢

𝜕𝑡3
(1) = −

𝜕𝑢

𝜕𝑡2
+

𝜕𝑢

𝜕𝑡3
 

इसी प्रक र 𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

𝜕𝑢

𝜕𝑡1
−

𝜕𝑢

𝜕𝑡3
 तर्  𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −

𝜕𝑢

𝜕𝑡1
+

𝜕𝑢

𝜕𝑡2
 

िोड़िे पर 𝜕𝑢
𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 0 

12. 𝐮 = 𝐭𝐚𝐧−𝟏⁡ (
𝒙𝟑+𝒚𝟑+𝒙𝟐𝒚−𝒙𝒚𝟐

𝒙𝟐−𝒙𝒚+𝒚𝟐
) हो तो 𝒙 𝝏𝒖

𝝏𝒙
+ 𝒚

𝝏𝒚

𝝏𝒚
= 

 (a) 1
2
sin⁡ 2𝑢 

 (b) sin⁡ 2𝑢 
 (c) sin⁡ 𝑢 
 (d) 0  [a] 
व्याख्या: - 

 (म ि ) 𝑧 = tan𝑢 = 𝑥 [
1+(

𝑦

𝑥
)
3
+(

𝑦

𝑥
)−(

𝑦

𝑥
)
2

1−
𝑦

𝑥
+(

𝑦

𝑥
)
2 ] 

 आयलर प्रमेय के कर्ि स े𝑥 𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 1. 𝑧 

 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
(tan𝑢) + 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
(tan 𝑢) = tan𝑢 

 𝑥 sec2 𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦 sec2 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= tan𝑢 

 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

tan𝑢

sec2𝑢
=

1

2
sin2𝑢 
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वास्तद्ववक संख्याए ँका अणभगृहीत 
– वास्तववक सखं्या विकाय 𝑅 के गुणधर्मों को सर्मझािे के लिए 

अभिगृहीतो को तीि िागो र्में वविाजित वकया िाता है । 
(I) के्षत्र अभिगृहीत  

 (II) क्रर्म अभिगृहीत  
 (III) पुणणता अभिगहृीत 

(I) क्षेत्र अणभगृहीत - 
– अरिक्त सर्मुच्चय F दो विचि सवक्रया (+) तथा (.) सहित के्षत्र 

किलाता िै यदि हिम्ि अभिगृहीतो को सन्तुष्ट किता ह।ै 
(i) योग अणभगृहीत - 
–  योग का सवृंत द्वियम  
  𝑎 + 𝑏 ∈  F  ∀𝑎, 𝑏 ∈  F 
– योग साहचययता द्वियम  
 𝑎 + (𝑏 + c) = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐            ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  F 
– योज्य तत्समक द्वियम  
 ∀𝑎 ∈  F       ∃0 ∈  F तावक 0 + 𝑎 = 𝑎 + 0 = 𝑎 
– योज्य प्रद्वतलोम अवयव  
 ∀𝑎 ∈  F ∃𝑏 ∈  F 
 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 = 0 

𝑏 को 𝑎 का योज्य प्रवतिोर्म कहते ह ैतथा 𝑏 = −𝑎 
– योग क्रमद्ववद्विमेयता  
 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 ∀𝑎, 𝑏 ∈  F 
(ii)  गुिि अणभगृहीत - 
–  गुिि सवृंत द्वियम  
 𝑎. 𝑏 ∈  F ∀𝑎, 𝑏 ∈  F 
– गुिि साहचययता 
 𝑎. (𝑏. 𝑐) = (𝑎. 𝑏). 𝑐               ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐹 
– गुिि तत्समक अवयव  
 ∀𝑎 ∈  F         ∃1 ∈  F तावक  𝑎. 1 = 1. 𝑎 = a 
– गुिि प्रद्वतलोम अवयव  
 ∀𝑎 ≠ 0,       𝑎 ∈  F ∃𝑏 ∈  F तावक  𝑎. 𝑏 = 𝑏. 𝑎 = 1  
 𝑏 को 𝑎 का गुणि प्रवतिोर्म कहते ह ैतथा 𝑏 = 𝑎−1 
– गुिि क्रमद्ववद्विमेयता 
 𝑎. 𝑏 = 𝑏. 𝑎                ∀𝑎, 𝑏 ∈  F 
(iii)  बँटिता - 
  𝑎 ⋅ (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 ⋅ 𝑏 + 𝑎 ⋅ 𝑐 (वार्मबटिता) 
 (𝑏 + c) ⋅ 𝑎 = 𝑏 ⋅ 𝑎 + c ⋅ 𝑎 (दभक्षण बंटिता) 
क्षेत्र के उदाहरि- 
1. परिर्मेय सखं्याओं का सर्मुच्चय (Q, +,.) के्षत्र ह।ै 
2. वास्तववक सखं्याओं का सर्मुच्चय (𝑅, +,.) के्षत्र है। 

3. पुणाांकों का सर्मुच्चय (Z, +,. ) के्षत्र िहीं ह,ै क्योंवक प्रत्येक a ∈

Z का गुणिप्रवतिोर्म 𝑎−1 ∉ Z 
4. प्राकृत संख्या का सर्मुच्चय (N, +,.) के्षत्र िहीं है। 
क्षेत्र के गुिधमय – 
– के्षत्र र्में योज्य तत्सर्मक अवयव (शून्य) अवित्तीय होते ह ै
– के्षत्र र्में गुणि तत्सर्मक अवयव (इकाई) अवित्तीय होते ह ै
– के्षत्र के प्रत्येक अवयव को योज्य प्रवतिोर्म अवित्तीय होता ह ै। 
– के्षत्र के प्रत्येक अशून्य अवयव का गुणि प्रवतिोर्म अवितीय 

होता ह ै
– वििसि वियर्म योज्य वििसि वियर्म  
  ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐅 

𝑎 + c = 𝑏 + c ⇒ 𝑎 = 𝑏            दभक्षण वििसंि वियर्म 
  𝑐 + 𝑎 = 𝑐 + 𝑏 ⇒ 𝑎 = 𝑏          वार्म वििसि वियर्म  
 गुणि वििसि वियर्म  
  𝑎. c = 𝑏. c     ⇒ 𝑎 = 𝑏    c ≠ 0  दभक्षण वििसि वियर्म 
  𝑐. 𝑎 = 𝑐. 𝑏     ⇒ 𝑎 = 𝑏    c ≠ 0  वार्म वििसि वियर्म 
– 𝑎, 𝑏 ∈  F तो सर्मीकिण 𝑎 + 𝑥 = 𝑏 का F र्में अवित्तीय हि 
 , 𝒙 = −𝒂 + 𝒃 ववद्यमाि होता ह ै। 
– 𝑎, 𝑏 ∈  F तो सर्मीकिण 𝑎𝑥 = 𝑏 का F र्में अवित्तीय हि, 𝒙 =

𝒂−1 ⋅ 𝒃 हिद्यमाि होता ह ै। 
– 𝑎. 0 = 0. 𝑎 = 0           ∀𝑎 ∈  F 
– के्षत्र F र्में योज्य तत्सर्मक अवयव (0) तथा गुणि तत्सर्मक 

अवयव (1) सदैव भिन्ि होते हैं अथाणत् 0 ≠ 1 
– ∀𝑎, 𝑏 ∈  F, 𝑎 ⋅ 𝑏 = 0   ⇒ या 𝑎 = 0 या 𝑏 = 0 
– (𝑎. 𝑏)−1 = 𝑎−1 ⋅ 𝑏−1                  0 ≠ 𝑎, 𝑏 ∈  F 

(II) क्रम अणभगृहीत - 
(a)  धिात्मकता, ऋिात्मकता अणभगृहीत  
– F का अवयव 𝑥 धिात्र्मक कहिाता ं ह ै यदद 𝑥 > 0 तथा 

ऋणात्र्मक  कहिाता ह ैयदद 𝑥 < 0. 
(b)  धिात्मक वगय–  
– के्षत्र F का उपसर्मुच्यय P धिात्र्मक वगण कहिाता ह ैयदद 
 (i) ∀𝑥, 𝑦 ∈ P,      𝑥 + 𝑦 ∈ P,            𝑥. 𝑦 ∈ P 
 (ii) यदद 0 ≠ 𝑥 ∈  F तो 𝑥 ∈ P या −𝑥 ∈ P 
– के्षत्र 𝐹 का उपसर्मुच्चय 𝑃 (धिात्र्मक वगण) का प्रत्येक अवयव 

के्षत्र F के शून्य स ेबडा होता ह।ै 
– के्षत्र 𝐹 के शून्य स ेबड ेसिी अवयव धिात्र्मक वगण 𝑃 के अवयव 

होते है। 
– के्षत्र 𝐹 का प्रत्येक अशून्य अवयव 𝑎 ≠ 0 के लिए 𝑎 तथा 𝑎−1 

सर्माि चचन्ह युक्त (अथाणत दोिों धिात्र्मक अथवा दोिों 
ऋणात्र्मक) होत ेहै। 



  
  
 

 Page - 92 

 राजस्थान प्री-टीचर एलिजजबिलिटी टेस्ट (पीटीईटी) 2024  

          गणित 
 

          द्वितीय श्रेिी शिक्षक भती परीक्षा 
 (c)  क्रम अणभगृहीत - 

– द्वत्रद्ववभागी द्वियम ∀𝑥, 𝑦 ∈  F विम्र र्में केवि एक ही सत्य ह।ै 
 𝑥 > 𝑦 या 𝑥 = 𝑦 या 𝑥 < 𝑦 
– सक्रामंक द्वियम – 
 ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  F,      𝑥 > 𝑦,        𝑦 > 𝑧      ⇒ 𝑥 > 𝑧 
– योज्य एक ददष्ट द्वियम - 
 ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  F         𝑥 > 𝑦         ⇒ 𝑥 + 𝑧 > 𝑦 + 𝑧 
– गुिि एक ददष्ट द्वियम - 
 ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  F,      𝑧 > 0,        𝑥 > 𝑦      ⇒ 𝑥𝑧 > y𝑧 

III. क्रम पूियता अणभगृहीत 
द्विम्िक अणभगृहीत (G.L.B. Axiom)-  
– क्रचर्मत के्षत्र F के प्रत्येक िीचे स ेपरिबद्ध अरिक्त उपसर्मुच्य 𝑆 

का विम्िक 𝐹 र्में ववद्यर्माि होता ह।ै 
  𝛽 = Inf(𝑆) ∈ 𝐹 
उच्चक अणभगृहीत (L.U.B Axiom)-  
– क्रचर्मत के्षत्र 𝐹 के प्रत्येक ऊपि स ेपरिबद्ध अरिक्त उपसर्मुच्चय 

𝑆 का उच्चक 𝐹 र्में ववद्यर्माि होता ह।ै 
 𝛼 = Sup(S) ∈ F 
पूिय क्रममत क्षेत्र - 
– िो क्रचर्मत के्षत्र क्रर्म पूणणता अभिगृहीतो  का पािि किता है। 

पूणण क्रचर्मत के्षत्र कहिाता है। पणूण क्रचर्मत के्षत्र अविवतय होता 
है। इसे वास्तववक सखं्याओं का के्षत्र िी कहते है। 

 अथवा 
– एक क्रचर्मत के्षत्र F पूणण क्रचर्मत के्षत्र कहिाता ह ैयदद F के प्रत्येक 

अरिक्त उपसर्मुच्चय 𝑆 ⊆ 𝐹 िो वक ऊपि स े परिबद्ध ह ै का 
उच्चक, F र्में हो 

1. वास्तववक संख्याओं का सरु्मच्चय (𝑅, +,.) पूणण क्रचर्मत के्षत्र है। 
2. परिर्मेय सखं्याओं का सर्मुच्चय का सर्मुच्चय (Q, +,. ) 

एकक्रचर्मत के्षत्र ह ैवकन्तु पूणण क्रचर्मत के्षत्र िहीं है। 
क्रममत क्षेत्र (Ordered Field)- 

-  िे के्षत्र जििके अियिय क्रम अभिगृिीत के हियमों का पालि 
करते िैं, उन्िें क्रममत के्षत्र किा िाता िै।  

-  क्रममत के्षत्र अिंत िोते िैं।  
-  पररमेय संख्याओं का समूि (Q, +,.) और िास्तहिक संख्याओं 

का समिू (R, +, .) क्रममत के्षत्र के उिािरण िैं।  
-  सम्म्मश्र संख्याओं का समूि (C, +, .) क्रममत के्षत्र ििीं िै, 

क्योंहक यि क्रम अभिगृिीत के हियमों का पालि ििीं करता। 
क्रममत क्षेत्र के पररबंध - 

(a)  उपरर पररबंध - 
– क्रचर्मत के्षत्र F का अवयव K, F के अरिक्त उपसर्मुच्चय S का 

एक उपरि परिबन्ध कहिाता ह ैयदद S का प्रत्येक अवयव K स े
कर्म अथवा बिाबि हो 

 x ≤ K         ∀𝑥 ∈ 𝑆,          K ∈  F  
 तथा सर्मुच्यय 𝑆 उपि स ेपरिबद्ध कहिाता है। 

 (i) यदद इस प्रवतबधं का पािि कििे वािे अवयव 𝐾 का 
अस्स्तत्व िहीं ह,ै तो 𝑆 उपि स ेअपरिबद्ध कहिाता है। 

 (ii) यदद K सर्मुच्चय S का उपरि परिबंध हो तो K तथा K स े
बडी प्रत्येक संख्यााँ 𝑆 का उपरि परिबधं कहिाता ह।ै अतः 
उपरिपरिबंधो का सर्मुच्चय अपरिचर्मत होता है। 

 (iii) सर्मुच्चय S के प्रत्येक उपरि परिबधं का सर्मुच्चय S का 
अवयव होिा आवश्यक िहीं ह।ै वकन्तु यह के्षत्र F का अवयव 
होता है। 

(b)  न्युितम उपरर पररबंध या उच्चक - 
– यदद F का अरिक्त उपसर्मूच्चय S ऊपि स ेपरिबि ह ैतो के 𝑆 

उपरि परिबन्धो र्में सबसे न्यूितर्म अवयव 𝑆 का उच्चक 
कहिाता है। 𝛼 = sup𝑆 

 अथवा 
– एक संख्या 𝛼 ∈ 𝐹, सर्मुच्चय 𝑆 ⊂ 𝐹 का एक उच्चक कहिाता 

ह,ै यदद यह विम्ि दो प्रवतबन्धों को संतुष्ट किता ह:ै 
 (i) 𝑥 ≤ 𝛼     ∀𝑥 ∈ 𝑆, 
 (ii) यदद 𝑥 ≤ 𝑣  ∀𝑥 ∈  S, तब 𝛼 ≤ 𝜈.  
 अथवा 
– र्माििो कोई अरिक्त सर्मुच्चय 𝑆 ⊂ 𝐹 उपरि परिबद्ध ह,ै तब एक 

संख्या 𝛼 ∈ 𝐹, 𝑆 का उच्चक (supremum or l.u.b.) 
होगी, यदद औि केवि यदद 

 (i) 𝑥 ≤ 𝛼          ∀𝑥 ∈  S 
 (ii) प्रत्येक 𝜀 > 0 के लिए, ∃ एक अवयव 𝑥 ∈  S इस प्रकाि 

ह ैवक 𝑥 > 𝛼 − 𝜀. 
(c)  द्विम्ि पररबन्ध -  
– के्षत्र F का अवयव k, F के अरिक्त उपसर्मूच्चय 𝑆 का विम्ि 

परिबन्ध कहिाता ह ैयदद S का प्रत्येक अवयव k स ेअचधक या 
बिाबि ह ै। 

 x ≥ k          ∀𝑥 ∈ 𝑆,       k ∈ F 
 तथा सर्मुच्चय 𝑆 िीच ेस ेपरिबद्ध कहिाता है। 
 (i) यदद इस प्रवतबंध का पािि कििे वाि ेअवयव का अस्स्तत्व 

िहीं ह,ै तो 𝑆 िीच ेस ेअपरिबद्ध कहिाता है। 
 (ii) यदद k सरु्मच्चय S का विम्ि परिबन्ध हो तो k से छोटी सिी 

संख्याएाँ इसकी विम्ि परिबन्ध होगी इस प्रकाि एक सरु्मच्चय के 
लिए विम्ि परिबन्धो का सरु्मच्चय अपरिचर्मत होगा। 

 (iii) सर्मुच्चय 𝑆 के विम्ि परिबधं का सर्मुच्चय 𝑆 का अवयव 
होिा आवश्यक िहीं है। वकन्तु यह के्षत्र F का अवयव होता है। 

(d)  उच्चतम द्विम्ि पररबन्ध या द्विम्िक - 
– िीच ेस ेपरिबद्ध सर्मुच्चय 𝑆 के विम्ि परिबन्धो के सर्मूच्चय का 

उच्चतर्म अवयव 𝛽, S का विम्िक कहिाता है। 
 𝛽 = Inf𝑆 
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  अथवा 

– एक सखं्या 𝛽 ∈ 𝐹, सर्मुच्चय 𝑆 ⊂ 𝐹 का एक विम्िक 
(infimum or g.l.b.) कहिाती ह,ै यदद यह विम्िलिखित 
दो प्रवतबन्धों को संतुष्ट किता ह:ै 

 (i) 𝛽 ≤ 𝑥        ∀𝑥 ∈  S 
 (ii) यदद 𝑡 ≤ 𝑥   ∀𝑥 ∈  S, तब 𝛽 ≥ 𝑡 अथाणत् 𝑡 ≤ 𝛽  
 अथवा 
– यदद एक अरिक्त सर्मुच्चय 𝑆 ⊂ 𝐹 विम्ि परिबद्ध ह,ै तब एक 

संख्या 𝛽 ∈ F, S का विम्िक होगी यदद औि केवि यदद 
(i) 𝛽 ≤ 𝑥         ∀𝑥 ∈  S तथा 

 (ii) प्रत्येक 𝜀 > 0 के लिए, ∃𝑥 ∈ 𝑆 इस प्रकाि ह ै वक 𝑥 <

𝛽 + 𝜀. 
(e)  पररबद्ध समुच्चय–  
– क्रचर्मत के्षत्र F का अरिक्त सर्मुच्चय 𝑆 परिबद्ध कहिाता है। यदद 

𝑆 के विम्ि तथा उपरि दोिो परिबन्ध F र्में ववघर्माि हो अथाणत 
 ∃𝑘, 𝐾 ∈ 𝐹 तावक 𝑘 ≤ 𝑥 ≤ K               ∀x ∈  S 

पररिन्ध के गुणधर्म – 
– प्रत्येक अपररममत समुच्चय का अपररबद्व िोिा अहििायय ििीं िै।  
– हकसी समुच्चय का उच्चक और हिम्िक उस समुच्चय का 

अियि िोिा आिश्यक ििीं िै।  
– हिम्िक, समुच्चय का हिम्ितम अियि िोिा अहििायय ििीं िै, 

लेहकि समुच्चय का हिम्ितम अियि, हिम्िक िो सकता िै।  
– उच्चक, समुच्चय का उच्चतम अियि िोिा अहििायय ििीं िै, 

लेहकि समुच्चय का उच्चतम अियि, उच्चक िो सकता िै।  
– अपररबद्व समुच्चय के उपसमुच्चय का अपररबद्व िोिा िी 

अहििायय ििीं िै।  
– पररममत समुच्चय िमशेा पररबद्व िोता िै, जिसमें उच्चतम 

अियि उच्चक और हिम्ितम अियि हिम्िक िोता िै। 
– प्रत्येक पररममत समुच्चय में (उपरर और हिम्ि) िोिों प्रकार के 

पररबन्ध उपस्स्ित िोते िैं।  
– अपररममत समुच्चय के पररबन्ध का िोिा या ि िोिा आिश्यक 

ििीं िै।  
– हकसी पररबद्व उपसमुच्चय के उपरर पररबन्ध और हिम्ि 

पररबन्ध की सखं्या अिन्त िोती िै, लेहकि इसके उच्चक और 
हिम्िक की स्स्िहत भिन्ि िो सकती िै। 

उदाहरि- 
(i)  प्राकृत संख्याओं का समुच्चय  

N = {1,2,3, … . . } ⊂ R 
– िीच ेस ेपरिबद्ध ह ैतथा विम्िक  Inf(N) = 1 ∈  N 
– वकन्तु N ऊपि स ेअपरिबद्ध अतः उच्चक ववद्यर्माि िही 
(ii)  पूिय संख्याओं का समुच्चय  
  W = {0,1,2,3, … … . . } ⊂ R 
– िीच ेस ेपरिबद्ध तथा विम्िक Inf(W) = 0 ∈  W 

(iii)  धिात्मक वास्तद्ववक संख्याओं का समुच्चय  
R+ = {𝑥 ∣ 𝑥 > 0} = (0, ∞) 
िीच े स े परिबद्ध तथा विम्िक Inf(R+) = 0 ∉ R+ 
वकन्तु R+ऊपि स ेअपरिबद्ध अतः उच्चक ववधर्माि िही 

(iv) 𝑺 = {
𝟏

𝒏
|  𝒏 ∈ 𝑵} 

S = {
1

1
,
1

2
,
1

3
,
1

4
, … … . … ⊆ 𝑅 

विम्िक Inf(S) = 0 ∉  S 
 उच्चक Sup(S) = 1 ∈ 𝑆 

अन्तराल (Intervals) 
अन्तराल दो प्रकार के होते है- 
  (1) परिचर्मत अन्तिाि  
 (2) अपरिचर्मत अन्तिाि  
(1)  पररममत अन्तराल - 
– र्मािा 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 तथा 𝑎 < 𝑏 हो तो 
(i)  सर्मुच्चय A = {𝑥। 𝑥 ∈ R, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} संवृत अन्तिाि 

कहिाता है।  
– इस [𝑎, 𝑏] से प्रदर्शित  किते है। 
–  A = {𝑥: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} = [𝑎, 𝑏] संवृत अन्तिाि 
(ii)  सर्मुच्चय B = {𝑥 ∣ 𝑥 ∈ R; 𝑎 < 𝑥 < 𝑏} िुिा अन्तिाि 

अथवा वववृत अन्तिाि कहिाता ह ैइसे (a, b) अथवा ]a, b [ 
स ेप्रदर्शित किते है। 

– B = {𝑥: 𝑎 < 𝑥 < 𝑏} = (𝑎, 𝑏) वववृत अन्तिाि 
(iii)  सर्मुच्चय {𝑥 ∣ 𝑥 ∈ R; 𝑎 ≤ x < 𝑏} वार्म अधण संवृत अथवा 

दभक्षण अधण वववृत अन्तिाि कहिाता ह ै इसे [a, b) अथवा 
[a, b[ स ेप्रदर्शित किते है। 

– C = {𝑥: 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏} = [𝑎, 𝑏) अधणसवृंत अन्तिाि 
(iv)  सर्मुच्चय {𝑥 ∣ 𝑥 ∈ R; 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏} दभक्षण अधण संवतृ 

अन्तिाि अथवा वार्म अधणवववतृ अन्तिाि कहिाता ह ै इस े
(a, b] अथवा ]a, b] स ेप्रदर्शित कित ेहै।  

– D = {𝑥: 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏} = (𝑎, 𝑏] अधणसवृत अन्तिाि 
– उपिोक्त चािों अन्तिािो की िम्बाई = (𝑏 − 𝑎) (परिचर्मत) 
Note- यदद a = b हो तो 
 (i) वववृत अन्तिाि (a, a) = 𝜙 (रिक्त सर्मुच्चय) 

(ii) संवृत अन्तिाि [𝑎, 𝑎] = {𝑎} (एकि सर्मचु्चय) 
 (iii) यदद {𝐼, 𝐼2, − − −𝐼𝑛} सवृाँत अन्तिािो का सर्मुच्चय ह ै

तथा    𝐼𝑛−1 ⊂ 𝐼𝑛,    𝑛 ∈ 𝑁 हो तो ⋂  ∞
𝑛=1 𝐼𝑛 ≠ 𝜙 

 

2. अपररममत अन्तराल  
– र्मािा a ∈ R हो तो 
(i)  सरु्मच्चय {𝑥 ∣ 𝑥 ∈ R; 𝑥 ≥ 𝑎} दभक्षण संवृत वकिण कहिाता है।  
– इसे [a, ∞) से प्रदर्शित किते है। 
– [𝑎, ∞) = {𝑥: x ≥ 𝑎} संवृत वकिण 
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 (ii)  सर्मुच्चय {x ∣ x ∈ R; x < a} वार्म वववृत वकिण कहिाता ह।ै  

– इसे (−∞, 𝑎) स ेप्रदर्शित किते है। 
– (−∞, 𝑎) = {𝑥: x < 𝑎} वववृत वकिण 
(iii)  सर्मुच्चय {x ∣ x ∈ R: x ≤ a} वार्म संवृत वकिण कहिाता ह।ै  
– इसे (−∞, 𝑎] स ेप्रदर्शित किते है। 
– (−∞, 𝑎] = {𝑥: 𝑥 ≤ 𝑎} संवृत वकिण 
(iv)  सरु्मच्चय {𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝑅; 𝑥 > 𝑎} दभक्षण वववृत वकिण कहिाता है।  
– इसे (𝑎, ∞) स ेप्रदर्शित किते हे। 
– (𝑎, ∞) = {𝑥: 𝑎 < 𝑥} वववृत वकिण 
(v)  सर्मुच्चय {𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝑅} िी एक अन्तिाि को प्रदर्शित किता ह ै

जिसके सीर्मा वबन्  िहीं होते ह ै यह वास्तववक संख्याओं के 
सर्मुच्चय को प्रदर्शित किता है।  

– इसे (−∞, ∞) अथवा ' 𝑅 ' स ेप्रदर्शित कित ेहै। 
– (−∞, ∞) = 𝑅 वास्तववक संख्यााँ अन्तिाि 
– उपिोक्त सिी अन्तिािों की िम्बाई अिन्त र्मािी िाती ह।ै 

Note- 
1. प्रत्येक अन्तिाि अपरिचर्मत सर्मुच्चय होता ह ै वकन्तु प्रत्येक 

अपरिचर्मत सर्मुच्चय का अन्तिाि होिा आवश्यक िहीं िैसे– 
– N एक अपरिचर्मत सर्मुच्चय है अन्तिाि िहीं 
– Z एक अपरिचर्मत सर्मुच्चय है अन्तिाि िहीं 
– Q एक अपरिचर्मत सर्मुच्चय है अन्तिाि िहीं 
– R − Q एक अपरिचर्मत सर्मुच्चय ह ैअन्तिाि िहीं 
–  𝜙 एक शून्य िम्बाई का अन्तिाि ह ै
– R एक अपरिचर्मत अन्तिाि ह ै
2.  एक परिचर्मत अन्तिाि की िम्बाई परिचर्मत होती ह ैवकन्तु यह 

सदैव अपरिचर्मत सर्मुच्चय होता ह ै
3.  वकिण सदैव अपरिचर्मत अन्तिाि को प्रदर्शित किती है। 

 

वास्तद्ववक संख्या का प्रद्वतवेि 
(Neighbourhood (nbd) of a real Number) 

– वकसी वास्तववक संख्या 𝑎 ∈ R का प्रवतवेश (𝑎 − 𝜀, 𝑎 + 𝜀) 
एक अन्तिाि को प्रदर्शित किता है। िो वक एक अपरिचर्मत 
सर्मुच्चय ह ै तथा 𝑎 − 𝜀 से 𝑎 + 𝜀 के र्मध्य स्स्थत प्रत्येक 
वास्तववक सखं्या इसका अवयव होती है। 

– िैसे 𝑎 = 2 तथा 𝛿 = 0.5 हो तो अन्तिाि (1.5,2.5) संख्या 
2 का प्रवतवशे सर्मुच्चय होगा 

 
 यदद 𝑥 ∈  N8(𝑎)  ⇔ 𝑥 ∈ (𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿)

 ⇔ 𝑎 − 𝛿 < 𝑥 < 𝑎 + 𝛿
 ⇔ |𝑥 − 𝑎| < 𝛿

 

– वास्तववक सखं्याओं के सर्मुच्चय ' 𝑅 ' का उपसर्मुच्चय 𝑆 वकसी 
वबन्  𝑎 ∈ 𝑅 का प्रवतवेश होगा यदद एक धिात्र्मक सखं्या 𝛿 >

0 का अस्स्तत्व इस प्रकाि हो तावक (𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿) ⊂ S 

 अथवा 
– 𝑎 ∈ R का 𝛿 प्रवतवेश उि वास्तववक संख्यााँओं 𝑥 का सर्मुच्यय 

ह ैिो वक |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 को सन्तुष्ट कित ेहै। अथाणत 
 𝑁𝛿(𝑎) = (𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿) = {𝑥 ∈ 𝑅||𝑥 − 𝑎 ∣< 𝛿} 
– रिक्त सर्मुच्चय 𝜙 इसके प्रत्येक वबन्  का प्रवतवशे होता है। 
– कोई सर्मुच्चय S, सर्मुच्चय R-S के वकसी िी वबन्  का प्रवतवशे 

िहीं हो सकता है। 
– वबन्  𝑎 ∈ R के प्रवतवेश का प्रत्येक अधी सर्मुच्चय 

(Superset) िी वबन्  𝑎 ∈ R का प्रवतवेश होता है। 
– यदद वकसी वबन्  के दो प्रवतवेश सर्मुच्चय 𝐴 तथा 𝐵 हो तो 𝐴 ∪

𝐵 िी इस वबन्  का प्रवतवशे सर्मुच्चय होगा। 
– 𝑎 को अन्तणववष्ट कििे वािा प्रत्येक वववृत अन्तिाि 𝑎 का 

प्रवतवेश कहिाता है। 
– वास्तववक संख्या 𝑎 ∈ R का प्रवतवेश वास्तववक संख्याओं का 

सर्मुच्चय होता ह ै क्योंवक 𝑎 ∈ (𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿) ⊂ R 
वास्तववक संख्याओं का सर्मुच्चय इसके प्रत्येक वबन्  का 
प्रवतवेश होता है। 

– 𝑎 ∈  N का प्रवतवेश N सम्िव िहीं ह ै 
 क्योंवक 𝑎 ∈ (𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿) ⊄ N 
– 𝑎 ∈ Q का प्रवतवेश Q सम्िव िहीं ह ै 
 क्योंवक 𝑎 ∈ (𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿) ⊄ Q  
 [ ∵ दो परिर्मेय सखं्याओं के र्मध्य अिन्त अपरिर्मेय सखं्याएाँ िी 

होती है। िोवक Q का अवयव िहीं है।] 
– 𝑎 ∈ Z का प्रवतवेश Z सम्िव िहीं ह ै 
 क्योंवक 𝑎 ∈ (𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿) ⊄ Z 
– कोई िी अरिक्त परिचर्मत सर्मुच्चय इसके वकसी िी वबन्  का 

प्रवतवेश िहीं होता है। 
– यदद वकसी वबन्  𝑥 ∈ 𝑅 के दो प्रवतवशे 𝐴 तथा 𝐵 हो तो 𝐴 ∩

𝐵 िी इस वबन्  का प्रवतवशे होगा। 
– कोई वववृत अन्तिाि (𝑎, 𝑏) इसके प्रत्येक वबन्  का प्रवतवेश 

होता है। 
– कोई संवृत अन्तिाि [𝑎, 𝑏] इसके सीर्मा वबन्  𝑎 तथा 𝑏 को 

छोडकि शेष सिी वबन् ओं का प्रवतवेश होता है। 
आन्तररक द्वबन्  - 
– वबन्  𝑎 ∈  S, सर्मुच्चय S ⊂ R का आन्तरिक वबन्  कहिाता 

ह ैयदद S, 𝑎 का प्रवतवशे (nbd of 𝑎) हो 
 ∃∈> 0       ⇒ (𝑎 − 𝜖, 𝑎 + 𝜖) ⊂ 𝑆 
(1)  वववृत अन्तिाि (𝑎, 𝑏) का प्रत्येक वबन्  इस अन्तिाि का 

आन्तरिक वबन्  कहिाता है। 
– S = (𝑎, 𝑏) ⇒ S∘ = S 
(2)  संवृत अन्तिाि [𝑎, 𝑏] का प्रत्येक वबन्  (𝑎 औि 𝑏 को छोडकि 

शेष सिी वबन् ) इस अन्तिाि को आन्तरिक वबन्  कहिाता है। 
– S = [𝑎, 𝑏] ⇒ S∘ = (𝑎, 𝑏) 
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 (3)  अधणसंवृत अन्तिाि [a, b) का प्रत्येक वबन्  (𝑎 को छोडकि) 

इस अन्तिाि का आन्तरिक वबन्  कहिाता है। 
– S = [𝑎, 𝑏) ⇒ S∘ = (𝑎, 𝑏) 
(4)  अधण वववृत अन्तिाि (𝑎, 𝑏] का प्रत्येक वबन्  ( 𝑏 को छोडकि) 

इस अन्तिाि का आन्तरिक वबन्  कहिाता है। 
– S = (𝑎, 𝑏] ⇒ S∘ = (𝑎, 𝑏) 
(5)  रिक्त सर्मुच्चय का प्रत्येक वबन्  इसका आन्तरिक वबन्  

कहिाता ह।ै 
– S = 𝜙 ⇒ S∘ = 𝜙 
(6)  प्रत्येक अरिक्त परिचर्मत सर्मुच्चय का कोई आन्तरिक वबन्  िहीं 

होता है। S अरिक्त परिचर्मत सर्मचुय हो तो 𝑆∘ = 𝜙 

द्विरपेक्ष माि (Absolute Value) 
– 𝑥 ∈ R का वििपेक्ष र्माि अथवा र्मापांक  

|𝑥| = {
𝑥,  यदद 𝑥 ≥ 0

−𝑥,  यदद 𝑥 < 0
 

1. वत्रववकल्पता वियर्म स,े विम्िलिखित कथिों र्में स े एक औि 
केवि एक कथि ही सत्य ह:ै 

 (i) 𝑥 > 0 
 (ii) 𝑥 = 0 
 (iii) 𝑥 < 0. 
 यदद |𝑥| = 0, तब 𝑥 = 0 
2.  प्रत्येक 𝑥 ∈ R के लिये 
 (a) |𝑥| ≥ 0. 
 (b) 𝑥 ≤ |𝑥| तथा −𝑥 ≤ |𝑥|. 
 (c) |𝑥| = | − 𝑥|. 
3.  यदद 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 तो. 
 (a) |𝑥 − 𝑦| = |𝑦 − 𝑥|. 
 (b) |𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|. 
 (c) |𝑥 + 𝑧| ≤ |𝑥 − 𝑦| + |𝑦 − 𝑧|. 
 (d) ||𝑥| − |𝑦|| ≤ |𝑥 − 𝑦|. 
 यदद 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ∈ R, तो 
 |𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥n| ≤ |𝑥1| + |𝑥2| + ⋯ + |𝑥𝑛| 
4. यदद 𝑥, 𝑦 ∈ R, तब 
 (i) |𝑥|2 = 𝑥2 = | − 𝑥|2. 
 (ii) |𝑥𝑦| = |𝑥| ⋅ |𝑦| 

 (iii) |𝑥

𝑦
| =

|𝑥|

|𝑦|
,     िब िी 𝑦 ≠ 0. 

5. यदद 𝜀 > 0 हो तो |𝑎 − 𝑏| ≤ 𝜀 यदद औि केवि यदद 𝑏 −

𝜀 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 + 𝜀. 
 (a) यदद 𝜀 > 0, |𝑥| ≤ 𝜀 ⇔ −𝜀 ≤ 𝑥 ≤ 𝜀. 
 (b) −|𝑥| ≤ 𝑥 ≤ |𝑥|            ∀𝑥 ∈ R. 

उदाहरि- 
– 𝒙 के वे माि ज्ञात कीजिये िो द्विम्ि असममका को सन्तुष्ट 

करते हैं: 
|𝟐𝒙 + 𝟑| < 𝟔 

व्याख्या:-  
 |2𝑥 + 3| < 6 
 ⇔ −6 < 2𝑥 + 3 < 6 
 ⇔ −9 < 2𝑥 < 3 
 ⇔ −

9

2
< 𝑥 <

3

2
 

 ⇔ (𝑥 ∈ 𝑅: −
9

2
< 𝑥 <

3

2
) 

Note:- 
1. प्रत्येक 𝑥 ∈ R, के लिए 
 (a) |𝑥| = √𝑥2 
 (b) |𝑥2| = 𝑥2 
2. यदद 𝑥 ≠ 0 ∈ R  तो  |𝑥| ≠ 0. 
3. यदद 𝑥, 𝑦 ∈ R, |𝑥 + 𝑦| = |𝑥| + |𝑦|, यदद औि केवि यदद 

𝑥𝑦 ≥ 0 
 

वास्तद्वतक संख्याओ के समूच्चय के मुख्य उपसमुच्चय  
(1)  प्राकृत संख्याए ँ- 
 N = {1,2,3 … … … }, N ⊂ R 
(2)  पूिाांक – 

Z = {… … .3, −1,0,1,2,3 … … }. N ⊂ Z ⊂ R 
(3)  पररमेय संख्याँ - 

 Q = {
𝑝

𝑞
|  𝑝, 𝑞 ∈ 𝑍, 𝑞 ≠ 0} 

 N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R 
(4)  अपररमेय संख्या - 
– िो वास्तववक संख्या परिर्मेय िही हो तो वह अपरिर्मेय संख्या 

कहिाती है।  
– अपरिरे्मय संख्याओ के सरु्मच्चय (R − Q) से प्रदर्शित किते है। 

(i) परिर्मेय संख्याओ का सर्मुच्चय Q एक क्रचर्मत के्षत्र ह ै वक 
पूणण क्रचर्मक के्षत्र िही 

 (ii) x, y ∈ R+हो तो n ∈ N इस प्रकाि होगा nx > y 
 (iii) ∀𝑥 ∈ 𝑅 ∃n ∈ N तावक 𝑛 > 𝑥 
 (iv) दो भिन्ि वास्तववक संख्याओ के र्मध्य अिन्त परिर्मेय 

संख्याएाँ ववधर्माि होती ह।ै 
– दो भिन्ि वास्तववक सिाँयाओ के र्मध्य अिन्त अपरिर्मेय 

संख्याए ववद्यर्माि होती है। 

द्वववृत समुच्चय (Open set) 
– यदद वकसी सर्मुच्चय 𝑆 ⊂ 𝑅 के प्रत्येक आन्तरिक वबन् ओं का 

सर्मुच्चय 𝑆∘, स्वयं 𝑆 हो (𝑆∘ = 𝑆) तो 𝑆 को वववृत सर्मुच्चय 
कहते है।  
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  अथवा 

– सर्मुच्चय S ⊂ R के प्रत्येक वबन्  𝑎 ∈  S का प्रवतवेश सर्मुच्चय 
𝑆 र्में अन्तयहिष्ट हो तो 𝑆 को वववतृ्त सर्मुच्चय कहते है। 

 ∀𝑎 ∈  S     ∃∈< 0         ⇒ (𝑎 − 𝜖, 𝑎 + 𝜖) ⊂ S 
– कोई सर्मुच्चय वववृत सर्मुच्चय कहिाता है। यदद वह अपि े

प्रत्येक वबन्  का प्रवतवशे हो। 
Note: - 
1.  एकल समुच्चय हििृत समुच्चय ििीं िोते िैं।  
2.  िर हििृत अंतराल (a,b) एक हििृत समुच्चय िै।  
3.  िास्तहिक सखं्याओं का समुच्चय R एक हििृत समुच्चय िै।  
4.  ररक्त समुच्चय िी एक हििृत समुच्चय िै।  
5.  िो या िो से अमधक हििृत समचु्चयों का संघ-समुच्चय एक 

हििृत समुच्चय िोता िै।  
6. N, Z और Q हििृत समुच्चय ििीं िोते िैं।  
7.  संिृत अंतराल [a,b] या अधयसिंृत अंतराल [a,b) या (a,b] 

हििृत समुच्चय ििीं िोते िैं।  
8.  धिात्मक िास्तहिक संख्याओं का समुच्चय R+=(0,∞) एक 

हििृत समुच्चय िै।  
9.  सीममत संख्या में हििृत समुच्चयों का सियहिष्ठ एक हििृत 

समुच्चय िोता िै, लेहकि अपररममत संख्या में हििृत समुच्चयों 
का सियहिष्ठ हििृत समुच्चय िोिा आिश्यक ििीं िै। 

 

समुच्चय का सीमा द्वबन्  (Limit Point of a set) 
– एक िास्तहिक सखं्या α, समुच्चय S⊂R का सीमा हबन्  तब 

किलाती िै िब α के हकसी िी प्रहतिेश में α के अलािा S का 
कम से कम एक हबन्  अिश्य उपस्स्ित िो।  

 या  
– प्रत्येक ϵ > 0 के ललए यदि हिितृ अन्तराल (a-ϵ, a+ϵ) में α 

के अहतररक्त S का कम स ेकम एक हबन्  मौिूि िै, तो α को 
S का सीमा हबन्  मािा िाएगा।  

 या  
– एक िास्तहिक संख्या α, समुच्चय S⊂R का सीमा हबन्  िोगी 

यदि {(a-ϵ, a+ϵ)∩A}-{α}≠ϕ, अिायत् α के प्रहतिेश में A के 
अन्य हबन् ओं की उपस्स्िहत िो। 

– प्रत्येक वास्तववक सखं्यााँ, परिर्मेय संख्याओ के सर्मुच्चय 𝑄 का 
सीर्मा वबन्  होता है। 

– Q का प्रत्येक वबन्  Q का सीर्मा वबन्  ह।ै 
– सीर्मीत सर्मुच्चय का सीर्मा वबन्  होता है। 
– सर्मुच्य A का सीर्मा वबन्  A र्में होिा आवश्यक िही है। 
– वकसी िी सर्मुचय के अिन्त सीर्मा वबन्  हो सकते ह।ै 
– N = {1,2,3, … … ⊂ C का कोई सीर्मा वबन्  िहीं। 
– वास्तववक संख्याओं के सर्मुच्चय 𝑅 का प्रत्येक वबन् , 𝑅 का 

सीर्मा वबन्  होता है। 

– सीर्मा वबन् ओं की सखं्या शून्य अथवा अशून्य परिचर्मत अथवा 
अपरिचर्मत सम्िव ह।ै 

– रिक्त सर्मुच्चय (Null Set) का कोई सीर्मा वबन्  िहीं होता। 
– अन्तिाि (𝑎, 𝑏) अथवा [𝑎, 𝑏] अथवा [𝑎, 𝑏) अथवा (𝑎, 𝑏] 

का प्रत्येक वबन्  इिका सीर्मा वबन्  होता ह।ै 
– 𝑎 ∈ R सर्मुच्चय S ⊂ R का सीर्मा वबन्  िहीं होगा यदद ' 𝑎 ' 

के वकसी ऐसे प्रवतवेश (ndb) का अस्स्तत्व हो जिसका कोई 
िी अवयव ' S ' का अवयव िहीं हो 

– प्रत्येक आन्तरिक वबन्  (interior point), सीर्मा वबन्  
(limit point) होता ह।ै वकन्तु प्रत्येक सीर्मा वबन्  का 
आन्तरिक वबन्  होिा आवश्यक िहीं 

– यदद सर्मुच्चय S ⊂ R के लिए Sup(S) ∉ S हो तो िी Sup(S) 
सर्मुच्चय 𝑆 का सीर्मा वबन्  होगा। 

 िैसे- S = (−∞, 𝑎) ⊂ R उपि स े परिबद्ध ह ै तथा 
Sup(S) = 𝑎 ∉ S अतः 𝑎, S का सीर्मा वबन्  है। 

– यदद सर्मुच्चय S ⊂ R के लिए Inf(S) ∉ S हो तो िी Inf(S) 
सर्मुच्चय 𝑆 का सीर्मा वबन्  होगा 

 िैसे- 𝑆 = (𝑎, ∞) ⊂ 𝑅 िीच ेस ेपरिबद्ध है तथा 
 Inf(𝑆) = 𝑎 ∉ S अतः 𝑎, S का सींर्मा वबन्  
– पूणाांकों को सर्मुच्चय 𝑍 का कोई सीर्मा वबन्  िहीं होता। 
– प्रत्येक असीर्मीत परिवि सर्मुच्चय का कर्म स ेकर्म एक सीर्मा 

वबन्  होता ह।ै (बााँिििो वाइस्रास प्रर्मेय) 

संवृत समुच्चय (Closed set) 
– वास्तववक संख्याओ का उपसर्मुच्चय E संवृत सर्मुच्यय 

कहिाता ह ैयदद 𝑅 − 𝐸 वववृत सर्मुच्चय हो अथाणत E के सिी 
सीर्मा वबन्  E र्में ववद्यर्माि हो तो E संिृत सर्मुच्चय कहिाता है। 

– सवृंत अन्तिाि [𝑎, 𝑏] संिृत सर्मुच्चय ह ै। 
– पूणाांको का सर्मुच्चय 𝑍 संवृत सर्मचु्चय ह ै। 
– सवृंत सर्मुच्चयो का संघ एक संवतृ सर्मुच्चय होता ह।ै 
– सवृंत सर्मुच्चयो का सवणविष्ठ एक संवृत सर्मुच्चय होता है। 
– R तथा 𝜙 संवृत सर्मुच्चय होते ह।ै 
– अधण वववृत अन्तिाि [𝑎, 𝑏) या [𝑎, 𝑏) संवृत सर्मुच्चय िहीं ह।ै 
– सर्मुच्चय 𝐴 वववृत सर्मुच्चय होगा यदद औि केवि यदद 𝑅 A 

संवृत सर्मुच्चय है। 

Note: - 
(i) 𝑅 तथा 𝜙 केवि ये दो ही ऐसे सर्मुच्चय ह ैिो वक सवृंत िी हो 

तथा वववृत िी हो। 
(ii)  अद्धण वववृत अन्तिाि [𝑎, 𝑏) तथा (𝑎, 𝑏] ि तो सवृंत सर्मुच्चय 

ह,ै िही वववृत सर्मुच्चय 
(iii)  परिर्मेय सिाँयाओ का सर्मुच्चय ि तो वववृत सर्मुच्चय ह ैिा ही 

सवृंत सर्मुच्चय 
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वास्तद्ववक अिुक्रम (Real Sequence) 
अिुक्रम (Sequence)- 
– प्राकृत संख्यॉओं के सर्मुच्चय N स े अरिक्त सर्मुच्चय A पि 

परििावषत फिि एक अिुक्रर्म (Sequence) कहिाता है। 
 फिि 𝑓: N → A एक अिुक्रर्म है। 
 अथाणत् अिुक्रर्म सर्मुच्चय A र्में परििावषत सम्बन्थ होता ह ैिो 

वक प्रत्येक प्राकृत संख्यााँ को A के अवितीय अवयव स े
सम्बस्न्धत किता है। 

 द्ववशिष्ट स्स्थबि: - यदद 𝐴, वास्तववक संख्याओं के सर्मुच्चय 𝑅 
का उपसर्मुच्चय (A ⊂ R) हो तो फिि 𝑓: N → R वास्तववक 
अिुक्रर्म (Real sequence) कहिाता है। 

अिुक्रम का द्विरूपि - 
– यदद 𝑥: N → R एक वास्तववक अिुक्रर्म हो तो n ∈ N का 

प्रवतवबम्ब 𝑥(𝑛) = 𝑥𝑛 ∈ R वास्तववक अिुक्रर्म का 𝑛 वााँ पद 
कहिाता है। अतः अिुक्रर्म 

 𝑥 = {𝑥(1), 𝑥(2), … … … 𝑥(𝑛)} 
 𝑥 = {𝑥1, 𝑥2, … … . 𝑥𝑛} 
 अथवा {𝑥𝑛} अथवा < 𝑥𝑛 >  अथवा 

{𝑥𝑛}𝑛=1
∞  िािा विरूवपत किते ह।ै  

– अिुक्रर्म के ववभिन्ि क्रर्मागत पदो का सर्मुच्चय अिुक्रर्म का 
परिसि कहिाता है। 

Note: -  
(i)  प्रत्येक अिुक्रर्म का प्रान्त सदैव प्राकृत संख्यााँओ का सर्मुच्चय 

होता है। 
(ii)  चंुवक N र्में अिन्त पद होते है अतः प्रत्येक अिुक्रर्म रे्म अिन्त 

पद होते ह।ै 
(iii)  अिुक्रर्म का पिास (Range) परिचर्मत हो सकता है। 
 िैसे अिुक्रर्म 𝑥𝑛 = (−1)𝑛 का परिसि = {−1,1} 
(iv)  यदद प्रत्येक n ∈ N के लिए 𝑥𝑛 = c ∈ R हो तो {𝑥𝑛} को 

अचि अिुक्रर्म (constant sequence) कहते ह।ै 
 {𝑥𝑛} = {c, c, c, … … … ...}   अचि अिुक्रर्म है। 
 जिसका परिसि = {c} 
(v)  यदद प्रत्येक n ∈ N के लिए 𝑥𝑛 = n ∈ N हो तो {𝑥𝑛} को 
 तत्सर्मक अिुक्रर्म (Identity Sequence) कहिाता है। 

तत्सर्मक अिकु्रर्म = {1,2,3, ….}  
 तत्सर्मक अिकु्रर्म का प्रान्त = N 
 तत्सर्मक अिकु्रर्म का परिसि = N 
(vi)  यदद अिुक्रर्म के 𝑚 वे तथा n वे पद (𝑥𝑚 = 𝑥𝑛) एक सर्माि 

हो तो िी वे भिन्ि पद र्मािे िाते है। अथाणत अिुक्रर्म के भिन्ि-
भिन्ि स्स्थवत के पद भिन्ि भिन्ि र्मािे िाते है। 𝑥 चाहे र्माि र्में 
एक सर्माि हो। 

 𝑥𝑛 = {−1,1, −1,1, −1, … … } 
(vii)  दो अिुक्रर्म {𝑥𝑛} तथा {𝑦𝑛} सर्माि अिुक्रर्म कहिात ेह ैयदद 

प्रत्येक n ∈ N के लिए 𝑥𝑛 = 𝑦𝑛 
 

अिुक्रम की पररवद्धता 
(Boundedness of a sequence) 

1. पररबद्ध अिुक्रम - 
– गभणत में, हकसी अिकु्रम (an) को पररबद्ध अिुक्रम 

(Bounded Sequence) किा िाता िै यदि उस अिुक्रम 
के सिी पि हकसी हियत सखं्या सीमा के िीतर िोते िैं। 

– अिुक्रर्म {𝑥𝑛} परिबद्ध अिुक्रर्म कहिाता ह ैयदद यह ऊपि तथा 
िीच ेदोिों ओि स ेपरिबद्ध हो, 

 अथाणत्  
–  यदद दो वास्तववक संख्यााँए 𝑘 तथा 𝐾 इस प्रकाि हो तावक 

प्रत्येक n ∈ N के लिए 𝑘 ≤ 𝑥𝑛 ≤ K हो तो अिुक्रर्म परिबद्ध 
अिुक्रर्म (Bounded Sequence) कहिाता ह।ै 

– इसका अिय यि िै हक अिकु्रम के सिी पि एक हिभित सीमा 
के िीतर रिते िैं और अिंत की ओर अहियंहत्रत रूप स ेििीं 
बढ़ते। 

पररिद्ध अनुक्रर् के प्रकार 
(a) ऊपरी पररबन्ध - 
– एक अिुक्रर्म {𝑥𝑛} ऊपि स े परिबद्ध कहिाता ह ै यदद एक 

वास्तववक संख्यााँ 𝐾 इस प्रकाि हो तावक प्रत्येक n ∈ N के लिए 
𝑥𝑛 ≤ 𝐾 

 अथाणत अिुक्रर्म का प्रत्येक पद एक वास्तववक संख्यााँ 𝐾 के 
बिाबि अथवा छोटा हो तो सखं्या K, अिुक्रर्म {𝑥𝑛} का ऊपिी 
परिबन्ध कहिाता ह।ै 

Note: - 
(i)  यदद 𝐾, अिुक्रर्म {𝑥𝑛} का ऊपिी परिबन्ध हो तो 𝐾 से बडी प्रत्येक 

वास्तववक िालश, अिुक्रर्म {𝑥𝑛} का ऊपिी परिबन्ध होगा। 
(ii)  यदद अिुक्रर्म {𝑥𝑛} का ऊपिी परिबन्ध का अस्स्तत्व हो तो 

अिुक्रर्म {𝑥𝑛} का अिन्त ऊपिी परिबन्ध होगे। 
(iii)  ऊपिी परिबन्ध, अिुक्रर्म का अवयव होिा आवश्यक िही 
(iv)  यदद अिुक्रर्म {𝑥𝑛} का ऊपिी परिबन्ध का अस्स्तत्व ि हो तो 

अिुक्रर्म ऊपि स े अपरिबद्ध (unbounded above) 
कहिाता है। 

 

(b) द्विम्ि पररबन्ध - 
– अिुक्रर्म {𝑥𝑛} िीच ेस ेपरिबद्ध (bounded blow) कहिाता 

है। यदद एक वास्तववक संख्यााँ k इस प्रकाि हो तावक प्रत्येक 
n ∈ N के लिए 𝑥𝑛 ≥ 𝑘 

 अथाणत्  
 अिुक्रर्म का प्रत्येक पद वास्तववक िालश 𝑘 के बिाबि अथवा 

इससे बडा हो तथा 𝑘 अिुक्रर्म {𝑥𝑛} का विम्ि परिबच्ध 
(lower bound) कहिाता ह।ै 
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Note: - 
(i)  यदद 𝑘, अिुक्रर्म {𝑥𝑛} का विम्ि परिबन्ध हो तो 𝑘 से छोटी प्रत्येक 

वास्तववक िालश, अिुक्रर्म {𝑥𝑛} का विम्ि परिबन्ध होगा। 
(ii)  यदद अिुक्रर्म {𝑥𝑛} का विम्ि परिबन्ध का अस्स्तत्व ि हो तो 

अिुक्रर्म िीच ेस ेअपरिबद्ध कहिाता है। 
(iii)  विम्ि परिबन्ध, अिुक्रर्म का अवयव होिा आवश्यक िही 
(iv)  यदद अिुक्रर्म {𝑥𝑛} का विम्ि परिबन्ध का अस्स्तत्व हो तो 

अिुक्रर्म {𝑥𝑛} का अिन्त विम्ि परिबन्ध होगे। 
 

2.  अपररबद्ध अिुक्रम - 
– यदि हकसी अिुक्रम {an} के पि हकसी हिभित सीमा के िीतर 

ििीं रिते, अिायत् िे अिंत की ओर अहियंहत्रत रूप से बढ़ते या 
घटते िैं, तो उस े अपररबद्ध अिुक्रम (Unbounded 
Sequence) किा िाता ि।ै 

– यदद अिुक्रर्म या तो केवि ऊपि स ेया केवि िीच ेस ेया दोिों 
ओि स े परिबद्ध िा हो तो इन्हें अपरिबद्ध अिुक्रर्म 
(Unbounded sequence) कहते है। 

– हकसी अिकु्रम {an} को अपररबद्ध किा िाता िै यदि उसके 
ललए कोई ऐसी सीमा M>0 ििीं ममलती िो सिी पिों को 
हियंहत्रत कर सके। 

– यािी, प्रत्येक M>0 के ललए कोई ऐसा n मौिूि िोगा जिससे: 
 ∣an∣>M  
– इसका अिय यि िै हक अिकु्रम के पि हिरंतर बडे िोते िाते िैं 

या िकारात्मक दिशा में अत्यमधक छोटे िोते िाते िैं, जिसस ेि े
हकसी हियत सीमा के िीतर ििीं रिते। 

अपररिद्ध अनुक्रर् के प्रकार 
– अपररबद्ध अिुक्रम को िो िागों में बााँटा िा सकता िै: 
(i)  धनात्र्क अपररिद्ध अनुक्रर् - 
– यदि अिुक्रम के सिी पि हिरंतर बढ़त ेिाएाँ और कोई ऊपरी 

सीमा ि िो, तो िि धिात्मक अपररबद्ध िोता िै। 
(ii) ऋणात्र्क अपररिद्ध अनुक्रर् - 
– यदि अिुक्रम के सिी पि हिरतंर छोटे िोते िाएाँ (अिायत्, 

िकारात्मक अिंत की ओर बढ़ें), तो िि ऋणात्मक अपररबद्ध 
िोता िै। 

अिुक्रम का द्विम्िक - 
– यदद अिुक्रर्म {𝑥𝑛} परिबद्ध हो तो अिुक्रर्म के विम्ि परिबन्धों का 

र्महत्तर्म (अचधकतर्म) र्माि अिुक्रर्म का विम्िक कहिाता है। 
 g.l.b. = Inf{𝑥𝑛} 

उदाहरि: - 

(1)  अिुक्रर्म { 1

𝑛2} परिबद्ध अिुक्रर्म है।  

– जिसका उच्चक 1 तथा विम्िक 0 है। 

(2)  अिुक्रर्म { 1

2𝑛} परिबद्ध अिुक्रर्म है।  

– जिसका उच्चक 1
2
 तथा विम्िक 0 है। 

(3)  अिुक्रर्म {𝑛2} िीच ेस ेपरिबद्ध है।  
– जिसका विम्िक 1 तथा ऊपि स ेअपरिबद्ध अिुक्रर्म है। 

Note: - अिुक्रर्म का विम्िक तथा उच्चक अिुक्रर्म का अवयव होिा 
आवश्यक िहीं है। 

 

एक ददष्ट अिुक्रम - 
– अिुक्रर्म {𝑥𝑛} एक ददष्ट अिकु्रर्म कहिाता ह ै यदद इसके 

क्रर्मागत पद वििन्ति बढ़त ेक्रर्म अथवा वििन्ति घटते क्रर्म र्में 
उपस्स्थत हो। 

एक ददष्ट ह्नासमाि अिुक्रम - 
– अिुक्रर्म {𝑥𝑛} र्में यदद 𝑥𝑛+1 ≤ 𝑥𝑛∀𝑛 > 𝑁 

अथाणत् 𝑥1 ≥ 𝑥2 ≥ 𝑥3 … … … . . ≥ 𝑥𝑛 ≥ 𝑥𝑛+1 ≥ ⋯ … 
हो तो अिुक्रर्म एक ददष्ट ह्वसर्माि अिुक्रर्म कहिाता है। 

 पूिः यदद 𝑥𝑛+1 < 𝑥𝑛 अथाणत् 𝑥1 > 𝑥2 > 𝑥3 > 𝑥𝑛 >

𝑥𝑛+1 >  हो तो अिुक्रर्म वििन्ति ह्रासर्माि अिुक्रर्म कहिाता 
है। 

 िैसे अिुक्रर्म {1

𝑛
} वििन्ति ह्मसर्माि अिुक्रर्म है। 

 क्योंवक 1

𝑛+1
<

1

𝑛
⇒ 𝑥𝑛+1 < 𝑥𝑛 ∀n ∈  N 

एक ददष्ट वधयमाि अिुक्रम- 
– अिुक्रर्म {𝑥𝑛} र्में यदद 𝑥𝑛+1 ≥ 𝑥𝑛 ∀𝑛 > 𝑁  
 अथाणत् 𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑥3 … … … . . ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑥𝑛+1 ≤ ⋯ … 
 हो तो अिुक्रर्म एक ददष्ट वधणर्माि अिुक्रर्म (Monotonically 

increasing sequence) कहिाता है। 
 पुिः यदद 𝑥𝑛+1 > 𝑥𝑛  
 अथाणत् 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 … … … < 𝑥𝑛 < 𝑥𝑛+1 < ⋯.. हो तो 

अिुक्रर्म वििन्ति वधणर्माि अिकु्रर्म (strictly increasing 
sequence) कहिाता है। 

 िैसे:- अिुक्रर्म { 𝑛

𝑛+1
} एक ददष्ट वधणर्माि अिुक्रर्म ह-ै 

 ∵  
𝑛+1

𝑛+2
>

𝑛

𝑛+1
⇒ 𝑥𝑛+1 > 𝑥𝑛 

अिुक्रम का सीमा द्वबन्  - 
– अिुक्रर्म {𝑥𝑛} का सीर्मा वबन्  𝛼 वास्तववक सखं्या होगी यदद 

प्रत्येक 𝜖 > 0 के लिए 

 |𝑥𝑛 − 𝛼| < 𝜖         ∀𝑛 >𝑛0         𝑛0 ∈  N
अथवा 

 

 𝛼 − 𝜖 < 𝑥𝑛 < 𝛼 + 𝜖        ∀𝑛 > 𝑛0        𝑛0 ∈  N 
अथाणत् 𝛼 के प्रवतवेश (𝛼 − 𝜖, 𝛼 + 𝜖) र्में अिुक्रर्म के अिन्त 
पद हो - 
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 उदाहरि:- 

1. अिुक्रर्म {(−1)𝑛

𝑛
} का सीर्मा वबन्  0 

2. अिुक्रर्म {1 +
1

𝑛
} का सीर्मा वबन्  1 

3. अिुक्रर्म {(−1)𝑛} का सीर्मा वबन्  1 तथा -1 

4. अिुक्रर्म { 𝑛2+1

2𝑛2+5
} का सीर्मा वबन्  1

2
 

Note :-  
(i) प्रत्येक अिुक्रर्म का सीर्मा वबन्  होिा आवश्यक िहीं  
(ii)  अिुक्रर्म के एक स ेअचधक सीर्मा वबन्  सम्िव है।  
(iii)  सीर्मा वबन्  अिुक्रर्म का पद होिा आवश्यक िहीं  
(iv)  प्रत्येक परिबद्ध अिुक्रर्म का कर्म स ेकर्म एक सीर्मा वबन्  होता 

है। बॉिििो-वाइस्रास प्रर्मेय वकन्तु इसका वविोर्म सदैव सत्य 
िहीं 

 

अिुक्रम की सीमा - 
– एक वास्तववक संख्यााँ 𝑙 अिुक्रर्म {𝑥𝑛} की सीर्मा कहिाती ह ै

यदद वकसी ददय ेगय े𝜖 > 0 के सापेक्ष 𝑛0 ∈ 𝑁 
– इस प्रकाि ववद्यर्माि हो तावक 

 
|𝑥𝑛 − 𝑙| < 𝜖        ∀𝑛 > 𝑛0

lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = 𝑙  अथवा  

Note:- अिुक्रर्म की सीर्मा, उसकी सीर्मा वबन्  िी होती ह।ै वकन्तु 
इसका वविोर्म सदैव सत्य िही ह।ै 

 िैसे:- अिुक्रर्म {(−1)𝑛} की सीर्मा का अस्स्तत्व िही ह।ै 
िबवक इसके दो सीर्मा वबन्  -1 तथा +1 है। 

 

अणभसारी अिुक्रम - 
– अिुक्रर्म {𝑥𝑛} अभिसािी कहिाती ह ैयदद अिुक्रर्म {𝑥𝑛} की 

सीर्मा एक परिचर्मत िाशी हो।  
 अथाणत् अिुक्रर्म {𝑥𝑛} परिचर्मत िाशी 𝑙 को अभिसूत होती ह ै

यदद lim𝑥→∞  𝑥𝑛 = 𝑙 (परिचर्मत संख्यााँ) 
 अथवा 
 |𝑥𝑛 − 𝑙| <∈ ∀𝑛 > 𝑛0; 𝑛0 ∈  N 
अपसारी अिुक्रम - 
– अिुक्रर्म {𝑥𝑛} एक अपसािी अिुक्रर्म कहिाता ह,ै यदद अिुक्रर्म 

{𝑥𝑛} की सीर्मा (अपरिचर्मत) का अस्स्तत्व ि हो 
 अथाणत्     lim𝑥→∞  𝑥𝑛 = ∞    अथवा −∞ अथाणत् प्रत्येक 

k > 0 के लिए 𝑛0 ∈  N इस प्रकाि हो तावक 𝑥𝑛 > 𝑘 अथवा   
𝑥𝑛 < −𝑘    ∀𝑛 > 𝑛0 

दोलिी अिुक्रम - 
– वे अिुक्रर्म िो वक ि तो अभिसािी ह ै तथा िा ही अपसािी, 

दोििी अिुक्रर्म कहिात ेह।ै 
– दोििी अिुक्रर्म परिचर्मत रूप अथवा अपरिचर्मत रूप स ेदोिि 

किती ह ैयदद अिुक्रर्म परिबद्ध अथवा अपरिबद्ध अिुक्रर्म हो 

कुछ द्वविेष प्रकार के अिुक्रमों के उदाहरि- 
1. एकददष्ट वधणर्माि अभिसािी अिकु्रर्म = {

𝑛

𝑛+1
} 

2. एकददष्ट वधणर्माि अपसािी अिुक्रर्म = {𝑛} 
3. एकददष्ट ह्रासर्माि अभिसािी अिकु्रर्म = {

1

𝑛
} 

4. एकददष्ट ह्रासर्माि अपसािी अिकु्रर्म = {−𝑛} 
5. अिुक्रर्म { 1

3𝑛} अभिसािी अिकु्रर्म है। 

 िो वक 0 को अभिसृत होती है। 
 lim

𝑛→∞
 

1

3𝑛 = 0 (परिचर्मत)  

6. अिुक्रर्म {3𝑛} अपसािी अिकु्रर्म ह।ै 
lim𝑛→∞  3𝑛 = +∞ 

7. अिुक्रर्म {−𝑥2} अपसािी अिकु्रर्म ह।ै 
lim𝑛→∞   − 𝑥2 = −∞ 

8. अिुक्रर्म {(−2)𝑛} अपरिबद्ध दोििी अिकु्रर्म है। 

lim𝑛→∞  (−2)𝑛 = {
∞  यदद 𝑛 सर्म 

−∞  यदद 𝑛 ववषर्म 
 

9. अिुक्रर्म {(−1)𝑛} परिबद्ध दोििी अिुक्रर्म है। 

lim𝑛→∞  (−1)𝑛 = {
1  यदद 𝑛 सर्म 
−1  यदद 𝑛 ववषर्म 

 

कुछ महत्वपूिय सीमाए ँ:- 

1. lim𝑛→∞   (1 +
1

𝑛
)

𝑛
= 𝑒 

2. lim𝑛→∞  𝑛1/𝑛 = 1, 
3. lim𝑛→∞  

1

𝑛𝑝 = 0, िब 𝑝 > 0 तथा 𝑝 ∈ 𝐑 
4. lim𝑛→∞  𝑟𝑛 = 0, िब |𝑟| < 1 तथा 𝑟 ∈ 𝐑 
5. lim𝑛→∞  𝑟1/𝑛 = 1, िब 𝑟 > 1 तथा 𝑟 ∈ R 

अणभसारी अिुक्रम के मुख्य गुिधमय :- 
– अभिसािी अिुक्रर्म परिबद्ध अिकु्रर्म होता है। 
– अभिसािी अिुक्रर्म {𝑥𝑛} की सीर्मा अवितीय (Unique) होती 

है। 
– अिुक्रर्म {𝑥𝑛} के अभिसिण की आवश्यक तथा पयाणप्त शतण ह ै

वक वह परिबद्ध हो तथा इसकी सीर्मा अवितीय हो 
– एक ददष्ट ह्रासमाि अिुक्रर्म के अभिसािी होिे का आवश्यक 

तथा पयाणप्त प्रवतबन्ध ह ै वक अिुक्रर्म परिबद्ध हो तथा 
lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = Inf{𝑥𝑛} 

– एक ददष्ट वधणर्माि अिुक्रर्म के अभिसािी होि ेका आवश्यक तथा 
पयाणप्त प्रवतबन्ध ह ैवक अिकु्रर्म परिबद्ध हो तथा 

 lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = sup{𝑥𝑛} 
– यदद {𝑥𝑛} तथा {𝑦𝑛} दो अभिर्मािी अिुक्रर्म ह ैिो वक परिचर्मत 

𝑙1 तथा 𝑙2 को अभिसृत होते ह ैतो 
 a. lim𝑛→∞  [𝑥𝑛 + 𝑦𝑛] = 𝑙1 + 𝑙2 
 b. lim𝑛→∞  [𝑥𝑛 − 𝑦𝑛] = 𝑙1 − 𝑙2 
 c. lim𝑛→∞  [𝑥𝑛 ⋅ 𝑦𝑛] = 𝑙1 ⋅ 𝑙2 
 d. lim𝑛→∞  (

𝑥𝑛

𝑦𝑛
) =

𝑙1

𝑙2
  

 िहााँ 𝑙2 ≠ 0 तथा 𝑦𝑛 ≠ 0       ∀𝑛 > 𝑁 
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Note: - यदद अभिसािी अिुक्रर्म < 𝑥𝑛 > तथा < 𝑦𝑛 > की सीर्माएाँ 
क्रर्मशः 𝑙1 तथा 𝑙2 हैं, तो उिके योग, अन्ति, गुणि तथा 
िागफि अिुक्रर्म िी अभिसािी होंगी तथा उिकी सीर्माएाँ िी 
उिकी संगत सीर्माओं का क्रर्मशः योग, अन्ति, गुणा तथा 
िागफि होगी वकन्तु वविोर्म सदैव सत्य िहीं होता है। 

िैसे-  
1.  यदद {𝑥𝑛} = {(−1)𝑛} तथा {𝑦𝑛} = {(−1)𝑛} 
 lim𝑛→∞  (𝑥𝑛 ⋅ 𝑦𝑛) = lim𝑛→∞  [(−1)𝑛 ⋅ (−1)𝑛] 

= lim𝑛→∞  (−1)2𝑛 = 1       ∀𝑛 ∈ 𝑁 
 अतः अिुक्रर्म {𝑥𝑛 ⋅ 𝑦𝑛} अभिसािी अिकु्रर्म ह ै वकन्तु {𝑥𝑛} 

तथा {𝑦𝑛} अभिसािी अिुक्रर्म िही है। 
2.  यदद {𝑥𝑛} = {(−1)𝑛} तथा {𝑦𝑛} = {(−1)𝑛} 

 lim𝑛→∞   (
𝑥𝑛

𝑦𝑛
) = 1        ∀𝑛 ∈ 𝑁 

 अत: {
𝑥𝑛

𝑦𝑦𝑛
} अभिसािी अिुक्रर्म हैं वकन्तु {𝑥𝑛} तथा {𝑦𝑛} 

अभिसािी अिुक्रर्म िही ह।ै 
3.  यदद {𝑥𝑛} = {(−1)𝑛} तथा {𝑦𝑛} = {(−1)𝑛+1} 
 Lim𝑛→∞  (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) = lim𝑛→∞  (−1)𝑛 + (−1)𝑛+1 
 lim𝑛→∞  (−1)𝑛[1 + (−1)] = 0           ∀𝑛 ∈ 𝑁 

अत: {𝑥𝑛 + 𝑦𝑛} अभिसािी अिुक्रर्म है। वकन्तु {𝑥𝑛} तथा 
{𝑦𝑥} अभिसािी अिुक्रर्म िही है। 

4.  यदद {𝑥𝑛} = {(−1)𝑛} तथा {𝑦𝑛} = {(−1)𝑛} 
lim𝑛→∞  (𝑥𝑛 − 𝑦𝑛) = lim𝑛→∞  [(−1)𝑛 − (−1)𝑛] = 0 
(परिचर्मत)  ∀𝑛 ∈ 𝑁 

 अतः अिुक्रर्म {𝑥𝑛 − 𝑦𝑛} अभिसािी अिुक्रर्म ह ै वकन्तु {𝑥𝑛} 
तथा {𝑦𝑛} अभिसािी अिुक्रर्म िही है। 

उपािुक्रम (Sub-sequence)- 
– र्मािा {𝑥𝑛} एक अिुक्रर्म है तथा {𝑣𝑛} एक ददष्ट वधणर्माि 

अिुक्रर्म ह ैअथाणत ्𝑣1 < 𝑣2 < 𝑣3 < ⋯ … … …. 
 अिुक्रर्म {𝑥𝑣𝑛

} = {𝑥𝑣1
, 𝑥𝑣2

… . … 𝑥𝑣𝑛
} 

 अिुक्रर्म {𝑥𝑛} का एक उपािुक्रर्म कहिाता है। 
 अथवा 
 वास्तववक अिुक्रर्म 𝑥: N → R   𝑥 = {𝑥𝑛} तथा 𝑣: N 
 N       𝑣 = {𝑣𝑛} एक ददष्ट वधणर्माि 
– अिुक्रर्म हो तो सयुंक्त फिि 𝑥𝑜𝑣: N → R,       𝑥0∪: 𝑥𝑦, 
 अिुक्रर्म {𝑥𝑛} का उपािुक्रर्म कहिाता है। 
उपािुक्रम के गुिधमय- 
1. यदद अभिसािी अिुक्रर्म {𝑥𝑛}, परिचर्मत िाशी 𝑙 को अभिसतृ 

होती है। तो इसका प्रत्येक उपािुक्रर्म {𝑥𝑣𝑛
} िी ' 𝑙 ' को 

अभिसूत होता ह ै। वकन्तु इसका प्रवतिोर्म सदैव सत्य िहीं ह।ै 
2. प्रत्येक परिबद्ध अिुक्रर्म का एक अभिसािी उपािुक्रर्म होता है। 

(बािििो वाइस्रॉस प्रर्मेय) 

मुल या कोिी अिुक्रम - 
– अिुक्रर्म {𝑥𝑛} कोशी अिुक्रर्म कहिाती ह ैयदद स्वेच्छ 𝜖 > 0 

के संगत घिात्र्मक पूाँणणांक 𝑛0 ववघर्माि हो तावक 

 
|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜖      ∀𝑛 ≥ 𝑛0 तावक 𝑚 > 𝑛0

  अथवा 
|𝑥𝑛+𝑝 − 𝑥𝑛| <       𝜖∀𝑛 ≥ 𝑛0 तथा 𝑝 ∈ 𝑁

 

– प्रत्येक कोशी अिुक्रर्म परिबद्ध (Bounded) होता है। 
– एक अिुक्रर्म अभिसािी अिुक्रर्म होता ह ैयदद औि केवि यदद 

यह कोशी अिुक्रर्म हो। 
 अथवा 
 अिुक्रर्म ⟨<  𝑥𝑛 > के अभिसािी होि े की आवश्यक तथा 

पयाणस्त शतण यह ह ैवक वकति ेही ददए न्यूि 𝜀 > 0 के संगत ऐस े
धि पूणाांक 𝑛0 तथा p ववद्यर्माि हैं वक : 

 𝑥𝑛+𝑝 − 𝑥𝑛 ∣< 𝜀,       𝑛 > 𝑛0, 𝑝 > 1 
– यदद {𝑥𝑛} एक ऐसी अिुक्रर्म ह ैवक 𝑥𝑛 ≥ 0,   ∀𝑛 ∈  N तथा 

lim𝑥𝑛 = 𝑙, हो तो 𝑙 ≥ 0 
– यदद {𝑥𝑛} तथा {𝑦𝑛} दो अिुक्रर्म इस प्रकाि के हैं वक: 
 𝑥𝑛 < 𝑦𝑛,     ∀𝑛 ∈  N तथा lim𝑥𝑛 = 𝜉, lim𝑦𝑛 = 𝜂, हो तो 

𝜉 ⩽ 𝜂 
– यदद {𝑥𝑛} एक इस प्रकाि की अिुक्रर्म हैं वक: 

 lim𝑛→∞   (
𝑥𝑛+1

𝑥𝑛
) = 𝜆, िहााँ |𝜆| = 1, तो 

 lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = 0. 

Note: - यदद कोशी अिुक्रर्म का उपािुक्रर्म 𝑙 को अभिसृत होता ह ै
तो कोशी अिुक्रर्म िी 𝑙 को अभिसृत होती ह।ै 

कोिी वािी सीमा का प्रथम प्ररे्य- 
(i)  यदद अिुक्रर्म {𝑥𝑛}, 𝑙 को अभिसृत होती ह ै तो विम्ि प्रकाि 

परििावषत अिुक्रर्म 𝑦𝑛 =
𝑥1+𝑥2+⋯.+𝑥𝑛

𝑛
 िी 𝑙 को अभिसृत 

होती है। 
 अथाणत lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = 𝑙 ⇒ lim𝑛→∞  

𝑥1+𝑥2+⋯.+𝑥𝑛

𝑛
= 𝑙 

कोिी का सीमा पर द्वितीय प्रमेय-  
– यदद (𝑥𝑛) घिात्र्मक पदो का अिकु्रर्म इस प्रकाि ह ै तावक 

lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = 𝑙 हो तो 

  lim𝑛→∞  (𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅ 𝑥3 … … … 𝑥𝑛)
1

𝑛 = 𝑙 
(ii)  यदद ⟨𝑥𝑛⟩ कोई धिात्र्मक वास्तववक संख्याओं को अिकु्रर्म हो, 

तथा lim (
𝑥𝑛+1

𝑥𝑛
) = 𝑙 (अचि धिात्र्मक संख्या) हो तो 

lim(𝑥𝑛)
1
𝑛 = 𝑙 

Note: - इसका कथि का प्रवतिोर्म सदेव सत्य िहीं होता 

िैसे - अिुक्रर्म < 2,3,2,3, … >, के लिये lim(𝑥𝑛)
1

𝑛 → 1, 

वकन्तु सीर्मा lim (
𝑥𝑛+1

𝑥𝑛
) का र्माि 2

3
 अथवा 3

2
 होगा। 
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सैण्डद्ववच प्रमेय 
Sandwich Theorem 

– यदद अिुक्रर्म 𝑎𝑛 तथा 𝑏𝑛 दोिों 𝑙 पि अभिसृत होती है। तथा 
यदद 𝑎𝑛 < 𝑐𝑛 < 𝑏𝑛∀𝑛 ∈  N तथा 𝑐 अचि है। तो अिुक्रर्म 
c𝑛 िी 𝑙 को अभिसृत होगी। 

 अथाणत् 
 lim𝑛→∞  𝑎𝑛 = 𝑙, lim𝑛→∞  𝑏𝑛 = 𝑙 हो तो lim𝑛→∞  𝑐𝑛 = 𝑙 

िहााँ 𝑎𝑛 < 𝑐𝑛 < 𝑏𝑛             ∀𝑛 ∈ 𝐍 
– यदद अिुक्रर्म {𝑎𝑛} तथा {𝑏𝑛} क्रर्मशः A औि B को अभिसृत 

होते हों तो 
 lim

𝑛→∞
 
1

𝑛
[𝑎1𝑏𝑛 + 𝑎2𝑏𝑛−1 + ⋯ … … + 𝑎𝑛−1𝑏2 + 𝑎𝑛𝑏1] = AB 

उदाहरि:- 

1.  अिुक्रम {𝒏𝟐+𝟏

𝒏𝟐 } की प्रकृद्वत ज्ञात करो। 

व्याख्या: - 

   𝑥𝑛 =
𝑛2+1

𝑛2 = 1 +
1

𝑛2 

𝑥1 = 2, 𝑥2 =
5

4
, 𝑥3 =

10

9
,………………… 

∵ 𝑥1 > 𝑥2 > 𝑥3 > ⋯ … … … 

अतः अिुक्रर्म एक ददष्ट ह्वसर्माि अिुक्रर्म है। 

पूि: lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = lim𝑛→∞  (1 +
1

𝑛2) = 1 

 अतः अिुक्रर्म 1 की ओि अभिसतृ होता है। 
2.  अिुक्रम {(−𝟏)𝒏} की प्रकृद्वत ज्ञात करो। 
व्याख्या: - 
  𝑥𝑛 = (−1)𝑛 

lim
𝑛→∞

 𝑥𝑛 = {
−1  यदद 𝑛 ववषर्म 
1  यदद 𝑛 सर्म 

 

 अतः अिुक्रर्म परिबद्ध दोििी अिुक्रर्म है। 

3. 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞  (
𝒏𝒏

𝒏!
)

𝟏/𝒏

 का माि ज्ञात करो। 

व्याख्या: -  

 र्माि िीजिए  𝑥𝑛 =
𝑛𝑛

𝑛!
, तथा 𝑥𝑛+1 =

(𝑛+1)𝑛+1

(𝑛+1)!
 

 अब 
𝑥𝑛+1

𝑥𝑛

=

(𝑛 + 1)𝑛+1

(𝑛 + 1)!
𝑛𝑛

𝑛!

=
(𝑛 + 1)𝑛

𝑛𝑛
= (1 +

1

𝑛
)

𝑛

(1) 

 अब lim𝑛→∞   =
𝑥𝑛+1

𝑥𝑛
= lim𝑛→∞   (1 +

1

𝑛
)

𝑛
= 𝑒 

 फितः कोशी वािी सीर्मा की वितीय प्रर्मेय स,े  

 lim𝑛→∞  (𝑥𝑛)
1

𝑛 = 𝑒 

या, lim𝑛→∞   (
𝑛𝑛

𝑛!
)

1/𝑛

= 𝑒 

4. 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞   [
(𝒏+𝟏)(𝒏+𝟐)…(𝒏+𝒏)

𝒏𝒏 ]
𝟏/𝒏

 का माि ज्ञात करो। 

व्याख्या: -  
 र्मािा 𝑥𝑛 =

(𝑛+1)(𝑛+2)…(𝑛+𝑛)

𝑛𝑛 ⇒ 𝑥𝑛 =
(2𝑛)!

(𝑛)!(𝑛)𝑛 

 तथा 𝑥𝑛+1 =
(2𝑛 + 2)!

(𝑛 + 1)! (𝑛 + 1)𝑛+1

 अब 
𝑥𝑛+1

𝑥𝑛

=
(2𝑛 + 2)!

(𝑛 + 1)! (𝑛 + 1)𝑛+1
⋅

𝑛! 𝑛𝑛

(2𝑛)!

 =
(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 2)𝑛𝑛

(𝑛 + 1)𝑛+2
= 4 [

1 +
1

2𝑛

1 +
1
𝑛

⋅ (1 +
1

𝑛
)

−𝑛

]

 अत: = lim
𝑛→∞

 
𝑥𝑛+1

𝑥𝑛

= lim
𝑛→∞

  = 4 [
1 +

1
2𝑛

(1 +
1
𝑛

) ⋅ (1 +
1
𝑛

)
𝑛]

 = 4 [
lim

𝑛→∞
  (1 +

1
2𝑛

)

lim
𝑛→∞

  (1 +
1
𝑛

) lim
𝑛→∞

  (1 +
1
𝑛

)
𝑛] = 4 [

1

1. 𝑒
] =

4

𝑒

 

 फित: कोशी वािी सीर्मा की वितीय प्रर्मेय स,े 

 lim
𝑛→∞

 (𝑥𝑛)1/𝑛 =
4

𝑒

 i.e., lim
𝑛→∞

  [
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2) … (𝑛 + 𝑛)

𝑛𝑛 ]

1/𝑛

=
4

𝑒

 

5.  अिुक्रम {(−𝟏)𝒏 (𝟏 +
𝟏

𝒏
)} की प्रकृद्वत ज्ञात करो। 

व्याख्या: - 
  𝑥𝑛 = (−1)𝑛 (1 +

1

𝑛
) 

lim
𝑛→∞

 𝑥𝑛 = {
−1  यदद 𝑛 ववषर्म 
1  यदद 𝑛 सर्म 

 

 अतः अिुक्रर्म परिबद्ध दोििी अिुक्रर्म है। 
6. 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞  

𝟏

𝒏
[𝟏 + 𝟐𝟏/𝟐 + 𝟑𝟏/𝟑 + ⋯ . +𝒏𝟏/𝒏] का माि 

ज्ञात करो।  
व्याख्या: -  
 र्मािा 𝑥𝑛 = 𝑛1/𝑛, ∀𝑛 ∈  N तो 
  lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = lim𝑛→∞  𝑛1/𝑛 = 1 
 फितः कोशी वािी सीर्मा की प्रथर्म प्रर्मेय स े
 lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = 1 

⇒ lim𝑛→∞  
𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛

𝑛
= 1 

⇒ lim𝑛→∞  
1

𝑛
[1 + 2

1
2 + 3

1
3 + ⋯ + 𝑛

1
𝑛] = 1 

7. अिुक्रम {𝟐𝒏+𝟓

𝟑𝒏+𝟐
} की सीमा ज्ञात करो। 

व्याख्या: - 
  lim𝑛→∞  

2𝑛+5

3𝑛+2
= lim𝑥→∞  

2+5/𝑛

3+2/𝑛
=

2

3
 

8.  अिुक्रम {𝟏 +
(−𝟏)𝒏

𝒏
} की सीमा ज्ञात करो। 

व्याख्या: - 

  lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = lim𝑛→∞  1 +
(−1)𝑛

𝑛
= 1 
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9.  अिुक्रम { √𝒏

𝒏+𝟏
} की प्रकृद्वत ज्ञात करो। 

व्याख्या: -  

 
 ∵ 𝑥𝑛 =

√𝑛

𝑛+1

𝑥1 =
1

2
, 𝑥2 =

√2

3
, 𝑥3 =

√3

4

∵  𝑥1 > 𝑥2 > 𝑥3 … … …

 

 अतः अिुक्रर्म एक ददष्ट ह्रासमाि अिुक्रर्म है। 

 पूि: lim𝑛→∞  
√𝑛

𝑛+1
= lim𝑛→∞  

1/√𝑛

1+
1

𝑛

= 0 

 अतः अिुक्रर्म ' 0 ' की ओि अभिसृत होता है। 

10.  अिुक्रम {𝒙𝒏} की सीमा ज्ञात करो िहा ँ

 𝒙𝟏 =
𝟏

𝟐
 तथा 𝒙𝒏+𝟏 =

𝟐𝒙𝒏+𝟏

𝟑
 

व्याख्या: - 

 र्मािा lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = 𝑙  

 अतः lim𝑛→∞  𝑥𝑛+1 = lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = 𝑙 

 
 lim
𝑛→∞

 𝑥𝑛+1 = lim
𝑛→∞

 
2𝑥𝑛+1

3

𝑙 =
2𝑙+1

3
⇒ 3𝑙 = 2𝑙 + 1 ⇒ 𝑙 = 1

 

11. अिुक्रम {𝒙𝒏} की सीमा ज्ञात करो िहा ँ 𝒙𝒏 = 𝟏 तथा 

𝒙𝒏+𝟏 = √(𝟐 + 𝒙𝒏) 
व्याख्या: - 
  lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = 𝑙  
 अत: lim𝑛→∞  𝑥𝑛+1 = lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = 1 

 

 lim
𝑛→∞

 𝑥𝑛+1 = lim
𝑛→∞

 √(2 + 𝑥𝑛)

 ⇒ 𝑙 = √2 + 𝑙
 ⇒ 𝑙2 − 𝑙 − 2 = 0
 ⇒ (𝑙 − 2)(𝑙 + 1) = 0

 ⇒ 𝑙 = 2 तथा 𝑙 = −1

 

 वकन्तु 𝑥𝑛 > 0  

 अतः lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = 2 

12.  अिुक्रम { 𝒏𝟐

𝒏+𝟏
} की प्रकृद्वत ज्ञात करो। 

व्याख्या: - 

  𝑥𝑛 =
𝑛2

𝑛 + 1

 ∵ 𝑥1 =
1

2
, 𝑥2 =

4

3
, 𝑥3 =

9

4
,………….. 

𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 … … … … …

 

 अत: अिुक्रर्म एक ददष्ट वधयर्माि अिुक्रर्म है। िो वक िीच ेस े

परिबद्ध ह।ै 

 इसका विम्िक = 1

2
 तथा ऊपि स ेअपरिबद्ध अिुक्रर्म है। अत: 

यह अपसािी अिुक्रर्म 

13.  अिुक्रम {
𝟏

𝟏.𝟐
+

𝟏

𝟐.𝟑
+ ⋯ … +

𝟏

𝒏⋅(𝒏+𝟏)
} की प्रकृद्वत ज्ञात 

करो।  
व्याख्या: - 
  𝑥𝑛 =

1

1.2
+

1

2.3
+ ⋯ … . +

1

𝑛(𝑛+1)
 

 = (
2−1

1.2
) + (

3−2

2.3
) + ⋯ … +

(𝑛+1)−𝑛

𝑛(𝑛+1)
 

 = 1 −
1

2
+

1

2
−

1

3
+ ⋯ . . +

1

𝑛
−

1

𝑛+1
 

 = 1 −
1

𝑛+1
=

𝑛

𝑛+1
 

 𝑥1 =
1

2
, 𝑥2 =

2

3
, 𝑥3 =

3

4
, … … … 

∵ 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 < 
यह एक ददष्ट वधयर्माि अिुक्रर्म ह।ै 

lim
𝑛→∞

 𝑥𝑛 = lim
𝑛→∞

 
𝑛

𝑛 + 1
= 1 

 अिुक्रर्म 1 की ओि अभिसृत होता है। 

श्रेिी  
(Series) 

– विभित क्रर्म के पदों की श्ृंििा श्ेणी कहिाती है। यदद प्रत्येक 
उतिोत्ति पद विभित वियर्मािुसाि हो। 

∑  𝑢𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 + ⋯ … 

 िहााँ 
  S1 = 𝑢1,

 
S2

= 𝑢1 + 𝑢2,  S3 = 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 … …. 

Sn = 𝑢t + 𝑢2 + ⋯ … … + 𝑢n = ∑  𝑢𝑛 

 यहााँ S𝑛 श्ेणी ∑𝑢𝑛 के प्रथर्म 𝑛 पदों का आशशिक योग कहिाता 
है। 

अिन्त क्षेिी- 
– यदद अिुक्रर्म (𝑢𝑛) वास्तववक सखं्याओं का अिुक्रर्म हो तो 

व्यंिक 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 + ⋯ … … … + 𝑢𝑛 + ⋯ … … .. 
– अिन्त पदों की के्षणी (Infinite series) कहिाती ह।ै इस े

∑𝑛=1
∞  𝑢𝑛 अथवा Σu स ेप्रदर्शित कित ेहै। 

(i)  पररममत श्रेिी (Finite series):-  
– यदद अिुक्रर्म ⟨𝑢𝑛⟩ के विभित पद के पिात के सिी पद शुन्य 

हो तो व्यंिक 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ …. +𝑢𝑚  
– िहााँ 𝑢𝑛 = 0 यदद 𝑛 > 𝑚 परिचर्मत श्ेणी कहिाती है। 
(ii)  एकान्तर श्रेिी (Alternating Series)-  
– यदद श्ेणी के पद एकान्ति क्रर्म र्में धिात्र्मक तथा ऋणात्र्मक हो 

तो श्ेणी एकान्ति श्ेणी कहिाती है। 
– श्ेणी Σ(−1)𝑛−1𝑢𝑛 िहााँ 𝑢𝑛 > 0 ∀𝑛 ∈  N 
अिन्त श्रेिी की प्रकृद्वत - 
– एक अिन्त श्ेणी Σ𝑢𝑛 इसके आंलशक योग की अिुक्रर्म <

𝑆𝑛 > के अिुसाि अभिसािी, अपसािी अथवा दोििी (परिचर्मत 
या अपरिचर्मत) हो सकती हो। 
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          गणित 
 

          द्वितीय श्रेिी शिक्षक भती परीक्षा 
 श्रेिी का अपसरि - 

– कोई िी अिन्त श्ेणी अपसािी (divergent) कहिाती ह ैयदद 
𝑛 के अिन्त की ओि अग्रसि (Approach) होि ेपि श्ेणी का 
योग िी अिन्त की ओि प्रवृत (tend) हो lim𝑛→∞   S𝑛 =

+∞ अथवा −∞ 
दोलायमाि श्रेिी - 
– कोई िी अिन्त श्ेणी दोििी श्ेणी कहिाती ह ैयदद 𝑛 के अिन्त 

की ओि अग्रसि होि ेपि श्ेणी का योग वकसी विभित सीर्मा की 
ओि अग्रसि ि हो।  

– यदद 𝑛 के अिन्त की ओि अग्रसि होि े पि श्ेणी का योग 
(Sn → ∞) की ओि अग्रसि होता ह ैवकन्तु चचह्न विभित िही 
हो (अथाणत् धिात्र्मक या ॠणात्र्मक) तो श्ेणी अपरिचर्मत 
दोििर्मयी कहिाती है। 

श्रेिी का अणभसरि - 
– श्ेणी ∑𝑢𝑛 स े सम्बद्ध आंलशक योगफि का अिुक्रर्म {S𝑛} 

अिायत् श्रेणी ∑𝑢𝑛 अभिसािी श्ेणी कहिाती ह ैयदद 
 lim𝑛→∞  ∑𝑢𝑛 = lim𝑛→∞  𝑆𝑛 = 𝑆 (परिचर्मत िाशी) 

अथाणत् अिन्त श्ेणी का योग अभिसािी होगा यदद श्ेणी का योग 
एक परिचर्मत िाशी हो। 

 अथाणत् 
  𝑛 के अिन्त की ओि अग्रसि होि ेपि श्ेणी के 𝑛 पदों का योग 

Sn वकसी परिचर्मत सीर्मा की ओि प्रवृत (tend) हो 

Note: - 
(i)  वकसी िी श्ेणी र्में परिचर्मत संख्या र्में अवतरिक्त अवयव िोडि े
 अथवा हटाि ेपि श्ेणी का अभिसिण अप्रिाववत िहता है। 
(ii)  वकसी िी श्ेणी के पदो को अशुन्य अचि स ेगुणा या िाग 
 कििे पि अभिसिण अप्रिाववत िहता ह।ै 
(iii)  वकसी िी श्ेणी के पदो को सर्महुीत किके िये पद बिािे पि 

श्ेणी का अभिसिण अप्रिाववत िहता ह।ै 
(iv)  यदद ∑𝑢𝑛 तथा ∑𝑣𝑛 दो अभिसािी श्ेणी हो तो ∑(𝑢𝑛 + 𝑣𝑛) 

अथवा ∑(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛) िी अभिसािी श्ेणी होती है। अथाणत् दो 
अभिसािी श्ेणीयों के संगत पदों का योग अथवा अन्ति स ेप्राप्त 
श्ेणी अभिसािी श्ेणी होती है। 

कोिी अणभसरि शसद्धान्त- 
– श्ेणी ∑𝑢𝑛 अभिसािी श्ेणी होगी यदद औि केवि यदद प्रत्येक 

𝜖 > 0 के लिए 𝑛0 ∈ 𝑁 इस प्रकाि हो तावक 
|𝑆𝑚 − 𝑆𝑛| < 𝜖 ∀𝑚 > 𝑛 ≥ 𝑛0 

अणभसरि का आवश्यक प्रद्वतबन्ध - 
– यदद श्ेणी ∑𝑢𝑛 अभिसािी हो तो आवश्यक प्रवतबन्ध 

lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = 0 

Note :-  
(1) वकन्तु यह प्रवतबन्ध प्रयाणप्त प्रवतबन्ध िहीं ह ै अथाणत् यदद 

lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = 0 हो तो श्ेणी का अभिसािी होिा आवश्यक 
िहीं है। 

 िैसे:-  ∑𝑢𝑛 = 1 +
1

√2
+

1

√3
+

1

√4
+ ⋯ … . +

1

√𝑛
+ ⋯ 

 के लिए lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = lim𝑛→∞  
1

√𝑛
= 0 

 वकन्तु lim𝑛→∞  𝑆𝑛 = ∞ 
 अतः lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = 0 होते हुए िी श्ेणी अपसािी श्ेणी है। 
(2) lim𝑛→∞  𝑢𝑛 ≠ 0 होिे पि श्ेणी आवश्यक रूप स ेअपसािी 

श्ेणी होगी। 

घि पदो की श्रेिी - 
– एक ऐसी श्ेणी जिसके सिी पद धिात्र्मक हो धि पदो की श्ेणी 

कहिाती है। 
 𝑢𝑛 > 0                ∀𝑛 ∈  N 

यदद S1 = 𝑢1,  S2 = 𝑢1 + 𝑢2,  S3 = 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 
.......S𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ … … + 𝑢𝑛 हो तो घिात्र्मक पदो 
वािी श्ेणी ∑𝑢𝑛 के आंलशक योगफिों का अिुक्रर्म  

 {Sn} = {S1,  S2,  S3, … … …  S𝑛 … … } 
सदैव एक ददष्ट वधयर्माि अिकु्रर्म होता है। 

Note:-  
(1) धिात्र्मक पदो वािी श्ेणी का प्रत्येक पद विभित परिचर्मत िालश 

स ेअचधक होि ेपि श्ेणी सदैव अपसािी श्ेणी होगी अथाणत 
  𝑢𝑛 > 𝑘       ∀𝑛 ∈ 𝑁 के लिए lim

𝑛→∞
 𝑆𝑛 = ∞ 

(2)  प्रत्येक धि पदो की श्ेणी के अभिसािी होि ेपि आवश्यक तथा 
पयाणस्त प्रवतबन्ध ह ैवक श्ेणी के आशशिक योगफिों का अिुक्रर्म 
< S𝑛 > परिबद्ध हों अथाणत ् Sn < 𝑘  ∀𝑛 ∈  N, 𝑘 > 0 ⇒

Σ𝑢𝑛 अभिसािी 

घिात्मक पदो के श्रेिी के अणभसरि की िाचँ प्रद्वक्रया - 
1. अिन्त श्ेणी का 𝑛 वााँ पद 𝑢𝑛 ज्ञात किो। 
2. यदद lim𝑛→∞  𝑢𝑛 > 0 तो श्ेणी ∑𝑢𝑛 अपसािी होगी। 
3. यदद lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = 0 हो तो तुििा परिक्षण प्रयोग 
4. यदद श्ेणी र्में 𝑛 बढ़ती घातों के क्रर्म र्में हो तो अिुपात परिक्षण 

का प्रयोग 
5.  𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
= 1 होि ेपि (अिुपात परिक्षण ववफि होि ेपि) िाब े

परिक्षण (या गााँस परिक्षण) का प्रयोग 
6.  िाब ेपरिक्षण ववफल होिे पि डी-र्मागणि एणड बरेन्डस परिक्षण 

का प्रयोग 
7.  यदद 𝑢𝑛, 𝑛 की घात के रूप र्में हो तो 𝑛 वााँ रु्मि परिक्षण का 

प्रयोग 
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          गणित 
 

          द्वितीय श्रेिी शिक्षक भती परीक्षा 
 श्रेिी का अणभसरि पररक्षि शसद्धान्त 

(Convergence test for a series) 
तुलिा पररक्षि (Comparison test)– 
(a)  प्रथम तुलिा पररक्षिः- यदद ∑𝑢𝑛 तथा ∑𝑣𝑛 दो धिात्र्मक 

पदो की श्भेणयााँ हो तो 
(i)  यदद ∑𝑣𝑛 अभिसािी ह ैतथा 𝑢𝑛 < 𝑣𝑛∀𝑛 ∈ 𝑁 तो श्ेणी ∑𝑢𝑛 

िी अभिसािी श्ेणी होगी। 
(ii)  यदद ∑𝑣𝑛 अपसािी ह ैतथा 𝑣𝑛 ≤ 𝑢𝑛∀𝑛 ∈ 𝑁 तो ∑𝑢𝑛 िी 

अपसािी श्ेणी होगी। 
(b)  द्वितीय तुलिा पररक्षि: - यदद ∑𝑢𝑛 तथा ∑𝑣𝑛 दो धिात्र्मक 

पदो की श्ेणी इस प्रकाि ह ै 
 तावक lim𝑛→∞  

𝑢𝑛

𝑣𝑛
= 𝑙 ≠ 0  

 िहााँ 𝑙 परिचर्मत िालश हो तो दोिों श्ेणीयााँ अभिसािी श्ेणी होगी 
अथवा दोिों श्ेणीयााँ अपसािी 

Note: - 
– तुििा परिक्षण िािा वकसी श्ेणी ∑𝑢𝑛 के अभिसिण की िााँच 

के लिए सहायक श्ेणी ∑𝑣𝑛 की आवश्यकता होती ह ै। अत: 
सहायक श्ेणी ∑𝑣𝑛 का चुिाव इस प्रकाि वकया िाता ह ैतावक 
lim𝑛→∞  

𝑢𝑛

𝑣𝑛
 एक अशून्य परिचर्मत िालश प्राप्त हो। 

– ∑𝑣𝑛 गुणोत्ति श्ेणी अथवा हाइपि-हािर्मोविक श्ेणी के रूप र्में 
हो सकती है। 

(1)  गुिोत्तर श्रेिी: - श्ेणी जिसके क्रर्मागत पद विभित 
अिुपावतक रूप र्में हो गुणोत्ति श्णेी कहिाती ह।ै 

 गुणोत्ति श्ेणी 1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯ . . +𝑥𝑛 + ⋯.. 
 अभिसािी श्ेणी होगी यदद −1 < 𝑥 < 1 तथा अपसािी श्ेणी 

होगी यदद 𝑥 ≥ 1 अिन्त दोििीय ह ैिब 𝑥 < −1 परिचर्मत 
दोििीय ह ैिब 𝑥 = −1 

(2)  हाइपर-हारमोद्विक श्रेिी 
 ∑

1

𝑛𝑝 =
1

1𝑝 +
1

2𝑝 +
1

3𝑝 + ⋯ … . +
1

𝑛𝑝 + ⋯ 

अभिसािी श्ेणी होगी यदद 𝑝 > 1 अपसािी श्ेणी होगी यदद 
𝑝 ≤ 1 

कोिी का मुल पररक्षि (Cauchy's Root Test)– 
– यदद ∑𝑢𝑛 एक धिात्र्मक पदो की श्णेी इस प्रकाि ह।ै तावक 

lim𝑛→∞  (𝑢𝑛)
1

𝑛 = 𝑙 
(i) यदद 𝑙 < 1 तो ∑𝑢𝑛 अभिसािी 

 (ii) यदद 𝑙 > 1 तो ∑𝑢𝑛 अपसािी 
 (iii) यदद 𝑙 = 1 तो िााँच ववफि 
द-लम्बर अिुपात पररक्षि (D'Alembert's Ratio Test)– 

– यदद धिात्र्मक पदों की श्ेणी ∑𝑢𝑛 इस प्रकाि ह ैवक 

lim
𝑛→∞

 
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
= 1 

 (i) यदद 𝑙 > 1 तो ∑𝑢𝑛 अभिसािी 
 (ii) यदद 𝑙 < 1 तो ∑𝑢𝑛 अपसािी 
 (iii) यदद 𝑙 = 1 तो िााँच ववफि 

लघुगिकीय अिुपात पररक्षि- 
– यदद ∑𝑢𝑛 घि पदो की श्ेणी इस प्रकाि ह ैतावक 

lim𝑥→∞  𝑛log (
𝑢𝑛

𝑢𝑚+1
) = 1 

(i) यदद 𝑙 > 1 तो के्षणी ∑𝑢𝑛 अभिसािी 
 (ii) यदद 𝑙 < 1 तो के्षणी ∑𝑢𝑛 अपसािी 
 (iii) यदद 𝑡 = 1 तो िााँच ववफि 

राब ेपररक्षि- 
– यदद धिपदो की श्ेणी ∑𝑢𝑛 इस प्रकाि ह ैतावक 

lim
𝑛→∞

 𝑛 (
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
− 1) = 1 

 (i) श्ेणी ∑𝑢𝑛 अभिसािी होगी यदद 𝑙 > 1 
 (ii) श्ेणी ∑𝑢𝑛 अपसािी होगी यदद 𝑙 < 1 
 (iii) 𝑙 = 1 पि िााँच ववफि 
Note:- िाबे परिक्षण का उपयोग तब लिया िाता ह।ै िबवक 
 lim

𝑛→𝑚
 

𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
= 1 हो  

 

डी-मागयि एव ंबरट्राण्ड्स पररक्षि– 
– यदद ∑𝑢𝑛 घि पदों की श्ेणी हो तो  
 lim𝑛→∞   [𝑛 (

𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
− 1) − 1] log  n = l 

 (i) यदद 𝑙 > 1 तो ∑𝑢𝑛 अभिसािी श्ेणी 
(ii) यदद 𝑙 < 1 तो ∑𝑢𝑛 अपसािी श्ेणी 

Note :- यह परिक्षण तिी उपयोग र्में लिया िाता है। िबवक िाब े
परिक्षण ववफि िहता ह ै 

 अथाणत् lim𝑛→∞  𝑛 (
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
− 1) = 1 हो 

 

कोिी संघन्ि पररक्षि (Cauchy's Condensation test)– 
– यदद 𝑓(𝑥), 𝑥 के घिात्र्मक पूाँणणाक र्मािों के लिए वििन्ति 

ह्रासर्माि तथा घिात्र्मक हो तो 𝑎 > 1 (घिात्र्मक पूिााँक) के 
लिए ∑𝑓(𝑥) तथा ∑𝑎𝑛𝑓(𝑎𝑛) दोिों श्ेणीयााँ अभिसािी 
श्ेणीया होगी अथवा दोिों श्ेणीय अपसािी होगी। 

गॉस पररक्षि (Gauss's Test)– 
– यदद ∑𝑢𝑛 धिात्र्मक पदों की श्ेणी इस प्रकाि ह ै तावक 

𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
= 𝛼 +

𝛽

𝑛
+

𝛾𝑛

𝑛𝑝
 

िहााँ 𝛼 > 0, p > 1 तथा अिुक्रर्म 𝛾𝑛 परिबद्ध 
स्स्थद्वत (I) : 𝑎 ≠ 1 
 (i) यदद 𝛼 > 1 तो Σ𝑢𝑛 अभिसािी 
 (ii) यदद 𝛼 < 1 तो ∑𝑢𝑛 अपसािी 
स्स्थद्वत (II) :- 𝛼 = 1 
 (i) यदद 𝛽 > 1 तो Σ𝑢𝑛 अभिसािी 
 (ii) यदद 𝛽 ≤ 1 तो Σ𝑢𝑛 अपसािी 
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          गणित 
 

          द्वितीय श्रेिी शिक्षक भती परीक्षा 
 उदाहरि- 

 द्विम्ि श्रेणियों के अणभसरि की िाचँ करो। 

1.  𝟏
𝟐

+
√𝟐

𝟑
+

√𝟑

𝟖
+ ⋯ . +

√𝒏

𝒏𝟐−𝟏
+ ⋯. 

व्याख्या: - 

  ∵ 𝑢𝑛 =
√𝑛

𝑛2−1
=

1

𝑛
3
2(1−

1

𝑛2)
 

र्मािा सहायक श्ेणी 𝑣𝑛 =
1

𝑛
3
2

 

 अत: lim𝑛→∞  
𝑢𝑛

𝑣𝑛
= 1 ≠ 0 

 अतः दो श्ेणीयााँ या तो अभिसािी होगी या अपसािी वकन्तु 
हाइपि हािर्मोविक श्ेणी परिक्षण स े𝑝 =

3

2
> 1 अतः ∑𝑣𝑛 

अभिसािी श्ेणी होगी ∑𝑢𝑛 िी अभिसािी श्ेणी 

2. (𝟏 + 𝟏)𝟏 + (𝟏 +
𝟏

𝟐
)

𝟐
+ (𝟏 +

𝟏

𝟑
)

𝟑
+ ⋯ 

व्याख्या: - 

  ∵ lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = lim𝑛→∞   (1 +
1

𝑛
)

𝑛
= 𝑒 ≠ 0 

अतः श्ेणी अपसािी श्ेणी है। 
3.  द्विम्ि श्रेिी के अणभसरि की िाँच करो। 

 𝟐

𝟑
𝒙 + (

𝟑

𝟒
𝒙)

𝟐
+ (

𝟒

𝟓
𝒙)

𝟑
+ (

𝟓

𝟔
𝒙)

𝟒
+ ⋯ 

व्याख्या: - 

  ∵ 𝑢𝑛 = (
𝑛+1

𝑛+2
𝑥)

𝑛
 

 
 lim
𝑛→∞

 (𝑢𝑛)
1

𝑛 = lim
𝑛→∞

  (
𝑛+1

𝑛+2
⋅ 𝑥)

 = lim
𝑛→∞

 (
1+

1

𝑛

1+
2

𝑛

⋅ 𝑥) = 𝑥
 

 अत: कोशी रु्मि परिक्षण स े
 यदद 𝑥 < 1 तो श्ेणी अभिसािी 
 यदद 𝑥 > 1 तो श्ेणी अपसािी 

 𝑥 = 1 पि lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = lim𝑛→∞  (
𝑛+1

𝑛+2
)

𝑛
 

 = lim
𝑛→∞

 
(1+

1

𝑛
)

𝑛

(1+
2

𝑛
)

𝑛 =
𝑒

𝑒2 =
1

𝑒
≠ 0 

 अतः 𝑥 = 1 पि श्ेणी अपसािी 
4. ∑𝒖𝒏 = ∑

𝒏𝒑

(𝒏+𝟏)𝒑 

व्याख्या: - 
  ∵ ∑𝑢𝑛 = ∑

𝑛𝑝

(𝑛+1)𝑞 

 ∑  
𝑛𝑝−𝑞

(1+
1

𝑛
)

𝑞 = ∑  
1

𝑛𝑛−𝑝(1+
1

𝑛
)

𝑞 

 र्मािा सहायक श्ेणी 
 ∑  𝑣𝑛 = ∑  

1

𝑛𝑞−𝑝 

  अत: lim
𝑛→∞

 
𝑢𝑛

𝑣𝑛
= lim

𝑛→∞
 

1

(1+
1

𝑛
)

𝑞 = 1 ≠ 0 

 अत: ∑𝑣𝑛 अभिसािी श्ेणी होगी  
 यदद 𝑞 − 𝑝 > 1 ⇒ 𝑝 − 𝑞 + 1 < 0 तथा  

  ∑𝑣𝑛 अपसािी श्ेणी होगी  
 यदद 𝑞 − 𝑝 ≤ 1 ⇒ 𝑝 − 𝑞 + 1 ≥ 0 
5. श्रेिी 𝟏

𝟐
+

𝟏.𝟑

𝟐.𝟒
+

𝟏.𝟑.𝟓

𝟐.𝟒.𝟔
+ ⋯.. के अणभसरि की िाचँ करो। 

व्याख्या: - 
  𝑢𝑛 =

1.35……………(2𝑛−1)

2.4.6….2𝑛
 

 𝑢𝑛+1 =
1.3.5…………(2𝑛−1)(2𝑛+1)

2.4.6….2𝑛(2𝑛+2)
 

 𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
=

2𝑛+2

2𝑛+1
,  

𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
− 1 =

2𝑛+2

2𝑛+1
− 1 

 =
1

2𝑛+1
 

 lim
𝑛→∞

 𝑛 (
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
− 1) = lim

𝑛→∞
 

𝑛

2𝑛+1
=

1

2
< 1 

 अत: ∑𝑢𝑛 अपसािी श्ेणी है। 
6.  ∑ (−𝟏)𝒏𝐥𝐨𝐠 𝒏

√𝒏
 

व्याख्या: - 
  |𝑢𝑛| = 𝑓(𝑛) =

log 𝑛

√𝑛
 

𝑣𝑛 = 𝑎𝑛𝑓(𝑎𝑛) = 𝑎𝑛 log 𝑎𝑛

√𝑎𝑛             
 िहााँ 𝑎 > 1 

 = 𝑛𝑎
𝑛

2 log𝑒 𝑎 

 Lim𝑛→∞  
𝑣𝑛

𝑣𝑛+1
= lim𝑥→∞  

𝑛𝑎
𝑛
2 log 𝑎

(𝑛+1)𝑎
𝑛+1

2 log 𝑎
 

 lim𝑛→∞  
1

√𝑎.(1+
1

𝑛
)

=
1

√𝑎
< 1 

अत: 𝑢𝑛 = 𝑎𝑛𝑓(𝑎𝑛) अपसािी 
 कोशी संघिि परिक्षण स े𝑓(𝑥) =

log 𝑛

√𝑛
 अपसािी 

 अतः (−1)𝑛log 𝑛

√𝑛
 सापेक्ष अभिसािी 

7.  श्रेिी 𝟏 +
𝒙

𝟐
+

𝒙𝟐

𝟓
+

𝒙𝟑

𝟏𝟎
+ ⋯ . . +

𝒙𝒏

𝒏𝟐+𝟏
 के अणभसरि की 

िाँच करो। 
व्याख्या: -  
 प्रथर्म पद छोडिे पि शेष श्ेणी के लिए 

 

𝑢𝑛 =
𝑥𝑛

𝑛2+1
, 𝑢𝑛+1 =

𝑥𝑛+1

(𝑛+1)2+1

𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
=

(𝑛+1)2+1

𝑛2+1
⋅

1

𝑥

 lim
𝑛→∞

 
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
= lim

𝑛→∞
 
(1+

1

𝑛
)

2
+

1

𝑛2

1+
1

𝑛2

⋅
1

𝑥
=

1

𝑥

 

 ∵ ∑𝑢𝑛 अभिसािी श्ेणी होगी यदद 1
𝑥

> 1 अथवा 𝑥 < 1 

 ∑𝑢𝑛 अपसािी श्ेणी होगी यदद 1

𝑥
< 1 अथवा 𝑥 > 1 𝑥 = 1 

पि- 𝑢𝑛 =
1

𝑛2+1
=

1

𝑛2(1+
1

𝑛2)
 

 र्मािा सहायक श्ेणी 𝑣𝑛 =
1

𝑛2 

 अत: lim𝑛→∞  
𝑢𝑛

𝑣𝑛
= lim𝑥→∞  

1

(1+
1

𝑛2)
= 1 ≠ 0 

 ∵ 𝑣𝑛 के लिए p = 2 > 1 अतः ∑𝑣𝑛 अभिसािी श्ेणी  
 ⇒ ∑𝑢𝑛 अभिसािी श्ेणी अतः ∑𝑢𝑛 अभिसािी होगी यदद 𝑥 ≤

1 तथा ∑𝑢𝑛 अपसािी होगी यदद 𝑥 > 1 
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एकान्तर श्रेिी 
Alternating Series 

– वह श्ेणी जिसके पद एकान्तित: धि तथा ऋण चचह्न के होते 
है। उसे एकान्ति श्ेणी (Alternating Series) कहते ह।ै 

 
𝑢1 − 𝑢2 + 𝑢3 + 𝑢4 + ⋯ … … + (−1)𝑛−1𝑢𝑛 + ⋯ .

∑  (−1)𝑛−1𝑢𝑛         िहााँ 𝑢𝑛 > 0 तथा 𝑛 ∈  N
 

 िैसे- 1 −
1

2
+

1

4
−

1

8
+… 

लेबिीि पररक्षि (Leibnitz's test)- 
– एकान्ति श्ेणी 𝑢1 − 𝑢2 + 𝑢3 − 𝑢4 + ⋯ … … … अभिसािी 

श्ेणी होगी यदद श्ेणी का प्रत्येक पद संख्यााँत्र्मक र्माि र्में अपिे 
पूवणगार्मी पद स ेछोटा होता है।  

 अथाणत् 𝑢𝑛 > 𝑢𝑛+1          ∀𝑛 ∈  N तथा lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = 0 

Note :- [ िेबिीि परिक्षण से श्ेणी के अभिसिण के लिए 
lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = 0 होिा आवश्यक है। यदद lim𝑛→∞  𝑢𝑛 ≠ 0 
हो तो श्ेणी दोिायर्माि (Oscillating Series) होगी] 

द्विरपेक्ष अणभसरि - 
– एकान्ति श्ेणी Σ𝑢𝑛, वििपेक्ष अभिसािी (Absolute 

Convergence) कहिाती है। यदद Σ|𝑢𝑛| अभिसािी हो 
सापेक्ष अणभसरि - 
– यदद Σ𝑢𝑛 अभिसािी हो पिन्तु Σ|𝑢𝑛| अभिसािी िहीं हो तो 

Σ𝑢𝑛 सापेक्ष अथवा सह-प्रवतबन्ध अभिसािी कहिाती ह।ै 

Note: - 
(i)  यदद Σ𝒖𝑛 वििपेक्ष अभिसािी ह ैतो Σ|𝒖𝑛| अभिसािी होिे पि 

Σ𝑢𝑛 आवश्यक रूप स ेअभिसािी होगी वकन्तु वविोर्म सदैव 
सत्य िहीं अथाणत ्Σ𝑢𝑛 अभिसािी होि ेपि Σ|𝑢𝑛| का अभिसािी 
होिा आवश्यक िहीं 

(ii)  सापेक्ष अभिसािी श्ेणी र्में घिात्र्मक पदो को एक साथ िेकि 
बिि े वािी श्ेणी तथा ऋणात्र्मक पदो को एक साथ िेकि 
(चचह्न बदि कि) बिि ेवािी श्णेी सदैव अपसािी श्ेणी होगी 
अथाणत् एकान्ति श्ेणी 𝑢1 − 𝑢2 + 𝑢3 − 𝑢4 + ⋯ … …. 
के अन्तगणत 𝑢1 + 𝑢3 + 𝑢5 + ⋯ ….. एक अपसािी श्ेणी 
तथा 𝑢2 + 𝑢4 + 𝑢6 + ⋯ ….. एक अपसािी श्ेणी 

(iii)  सप्रवतबन्ध अभिसािी श्ेणी र्में पदो का क्रर्म परिवर्तित किके 
पुिव्यणवस्स्थत कििे पि श्ेणी का योग परिवतणि िाता है। 

 

उदाहरि: - 

1.  𝟏

𝟏.𝟐
−

𝟏

𝟑.𝟒
+

𝟏

𝟓.𝟔
−

𝟏

𝟕.𝟖
+ 

व्याख्या: - 

 𝑣𝑛 = |𝑢𝑛| =
1

(2𝑛−1)⋅2𝑛
, 

 𝑣𝑛+1 = |𝑢𝑛+1| =
1

(2𝑛+1)(2𝑛+1)
 

 𝑣𝑛

𝑣𝑛+1
− 1 =

(2𝑛+1)(2𝑛+1)

2𝑛(2𝑛−1)
− 1 =

8𝑛+2

2𝑛(2𝑛−1)
 

 lim
𝑥→∞

 𝑛 [
𝑣𝑛

𝑣𝑛+1
− 1] = lim

𝑥→∞
 

8+
2

𝑛

2(2−
1

𝑛
)

= 2 > 1 

  अतः Σ|𝑢𝑛| अभिसािी श्ेणी , Σ𝑢𝑛 वििपेक्ष अभिसािी 

2.  अिुक्रम ⟨𝟏, −
𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟑
, −

𝟏

𝟒
,

𝟏

𝟓
, −

𝟏

𝟔
… … . . . . . ⟩ है। 

 (a) एक ददष्ट वकन्तु परिबद्ध िहीं 
 (b) परिबद्ध वकन्तु एक ददष्ट िहीं 
 (c) एक ददष्ट तथा परिबद्ध 
 (d) ि एक ददष्ट ि परिबद्ध  [b] 
व्याख्या: -  
  ∵ अिुक्रर्म के पद िा तो वििन्ति बढ़त ेक्रर्म र्में ह।ै िा ही घटते 

क्रर्म र्में अतः अिुक्रर्म एक ददष्ट िहीं है। 
 अिुक्रर्म का प्रत्येक पद −1 < 𝑥𝑛 < 1 अतः अिुक्रर्म परिबद्ध ि।ै 

3. 𝒙 > 𝟎 के शलए श्रेिी 𝒙

𝟏.𝟐
+

𝒙𝟐

𝟑.𝟒
+

𝒙𝟑

𝟓.𝟔
+ ⋯ ... अणभसारी 

होगी यदद 
 (a) 𝑥 > 1  
 (b) 𝑥 ≥ 1 
 (c) 𝑥 ≤ 1  
 (d) 𝑥 = 1  [c] 
व्याख्या: -  

  𝑥

1.2
+

𝑥2

3.4
+

𝑥3

5.6
+ ⋯ .. 

 
𝑢𝑛 =

𝑥𝑛

(2𝑛−1)⋅2𝑛
,   𝑢𝑛+1 =

𝑥𝑛+1

(2𝑛+1)(2𝑛+2)

𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
=

(2𝑛+1)(2𝑛+2)

(2𝑛−1)⋅2𝑛
⋅

1

𝑥

 

 

 lim
𝑛→∞

 
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
= lim

𝑥→∞
 
(1+

1

2𝑛
)(1+

2

2𝑛
)

(1−
1

2𝑛
)

⋅
1

𝑥
=

1

𝑥

𝑢𝑛 अभिसािी यदद 1

𝑥
> 1 ⇒ 𝑥 < 1

𝑢𝑛 अपसािी यदद 1

𝑥
< 1 ⇒ 𝑥 > 1

𝑥 = 1 पि 
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
− 1 = [

(2𝑛+1)(2𝑛+2)

2𝑛(2𝑛−1)
− 1] =

8𝑛+3

2𝑛(2𝑛−1)

 lim
𝑛→∞

 𝑛 (
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
− 1) = lim

𝑛→∞
 

8+
3

𝑛

2(2−
1

𝑛
)

= 2 > 1

 

 अतः 𝑥 = 1 पि अभिसािी श्ेणी अभिसािी होगी यदद 𝑥 ≤ 1 

4.  श्रेिी 𝟐

𝟏𝒑 +
𝟑

𝟐𝒑 +
𝟒

𝟑𝒑 + ⋯ . ... 

 (a) अभिसािी यदद p ≥ 2 औि अपसािी यदद p < 2 
 (b) अभिसािी यदद 𝑝 > 2 औि अपसािी यदद 𝑝 ≤ 2 
 (c) अभिसािी यदद 𝑝 ≥ 2 औि अपसािी यदद 𝑝 > 2 
 (d) अभिसािी यदद 𝑝 < 2 औि अपसािी यदद 𝑝 ≥ 2   [b] 
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 व्याख्या: - 

  𝑢𝑛 =
𝑛+1

𝑛𝑝 =
1

𝑛𝑝−1 (1 +
1

𝑛
) 

र्मािा सहायक श्ेणी 𝑣𝑛 =
1

𝑛𝑝−1 

 lim𝑛→∞  
𝑢𝑛

𝑣𝑛
= lim𝑛→∞   (1 +

1

𝑛
) = 1 

अतः 𝑢𝑛 अभिसािी होगी यदद 𝑣𝑛 अभिसािी है। 
 𝑣𝑛 अभिसािी होगी यदद 𝑝 − 1 > 1     ⇒ 𝑝 > 2 तथा 

अपसािी होगी यदद 𝑝 − 1 ≤ 1     ⇒ 𝑝 ≤ 2 

5.  श्रेिी 𝒙 +
𝟐𝟐𝒙𝟐

𝟐!
+

𝟑𝟑𝒙𝟑

𝟑!
+

𝟒𝟒𝒙𝟒

𝟒!
+   अणभसारी है यदद 

 (a) 0 < 𝑥 <
1

𝑒
 (b) 𝑥 >

1

𝑒
 

 (c) 2
𝑒

< 𝑥 <
3

𝑒
 (d) 3

𝑒
< 𝑥 <

4

𝑒
 [a] 

व्याख्या: - 

  𝑢𝑛 =
(𝑛𝑥)𝑛

𝑛!
,        𝑢𝑛+1 =

[(𝑛+1)⋅𝑥]𝑛+1

(𝑛+1)!
 

 

𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
=

(𝑛𝑥)𝑛

𝑛!
×

(𝑛+1)!

[(𝑛+1)𝑥]𝑛+1 =
𝑛𝑛

(𝑛+1)𝑛𝑥

 ⇒ lim
𝑛→∞

 
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
= lim

𝑛→∞
 

1

(1+
1

𝑛
)

𝑛 ⋅
1

𝑥
=

1

𝑒𝑥

 

 श्ेणी अभिसािी होगी यदद 1

𝑒𝑥
> 1 अथवा 

  𝑥 <
1

𝑒
 तथा 𝑥 > 0  अत: 0 < 𝑥 <

1

𝑒
 

6.  यदद अिुक्रम 𝒂𝒏 तथा 𝒃𝒏 दोिों 𝒍 पर अणभसृत होती है। 
तथा यदद 𝒂𝒏 < 𝒄𝒏 < 𝒃𝒏 ∀𝒏 ∈  𝐍 तथा 𝒄 अचर है। तो 
अिुक्रम 𝐜𝒏 अणभसृत होगी। 

 (a) 𝑙 + 𝑐 पि (b) 𝑙 − 𝑐 पि 

 (c) 𝑙 पि (d) 1
𝑐
 पि [c] 

व्याख्या: - 
  (सैणड ववच प्रर्मेय ) 

7. श्रेिी (𝟐𝟐

𝟏𝟐 −
𝟐

𝟏
)

−𝟏

+ (
𝟑𝟑

𝟐𝟑 −
𝟑

𝟐
)

−𝟐

+ (
𝟒𝟒

𝟑𝟒 −
𝟒

𝟑
)

−𝟑

+…… 

 (a)  अभिसािी   
 (b) अपसािी 
 (c) परिचर्मत दोियर्माि 
 (d) अपरिचर्मत दोियर्माि  [a] 
व्याख्या: - 

  𝑢𝑛 = [(
𝑛+1

𝑛
)

𝑛+1
− (

𝑛+1

𝑛
)]

−𝑛

 

 = (
𝑛+1

𝑛
)

−𝑛
⋅ [(

𝑛+1

𝑛
)

𝑛
− 1]

−𝑛

 

 = (1 +
1

𝑛
)

−𝑛
[(1 +

1

𝑛
)

𝑛
− 1]

−𝑛

 

 lim
𝑛→∞

 (𝑢𝑛)
1

𝑛 = lim
𝑛→∞

  (1 +
1

𝑛
)

−1
[(1 +

1

𝑛
)

𝑛
− 1]

−1

 

 = (𝑒 − 1)−1 =
1

(𝑒−1)
< 1 अत: 𝑢𝑛 अभिसािी श्ेणी  

8. अिुक्रम 𝒙𝒏 = [√(𝒏 + 𝟏) − √𝒏] ∀𝒏 ∈ 𝐍 
 (a) अभिसािी 
 (b) अपरिबद्ध 
 (c) अभिसािी 
 (d) इिर्में स ेकोई िहीं  [a] 
व्याख्या: - 
   𝑥𝑛 = [√(𝑛 + 1) − √𝑛] 

 
 = [√(𝑛 + 1) − √𝑛] ×

[√(𝑛+1)+√𝑛]

[√(𝑛+1)+√𝑛]

𝑥𝑛 =
1

√(𝑛+1)+√𝑛
⇒ lim

𝑛→∞
 𝑥𝑛 = 0

 

∵ 𝑥̇𝑛+1 < 𝑥𝑛 
अतः {𝑥𝑛} हास र्माि, परिबद्ध अिकु्रर्म ह ै िो वक 0 को 
अभिसृत होता ह ैइसका विम्िक तथा उच्चक क्रर्मशः 0 औि 1 
होता ह ै

एक समाि अणभसरि 
(Uniform Convergence) 

फलिों का अिुक्रम -  
– यदद 𝐷 ⊂ 𝑅 वास्तववक संख्याओं का उपसर्मुच्चय ह ैतथा D स े

R पि परििावषत वास्तववक र्माि फिि 𝑓𝑛 है। 
𝑓𝑛: D → R ∀𝑛 ∈  N 
तो हर्में वास्तववक फििों का अिुक्रर्म {𝑓𝑛} प्राप्त होता ह ै
जििका उियविष्ठ प्रान्त D हो।  

उदाहरि:-  
1. (i) 𝒇𝒏(𝒙) = 𝒆−𝒏𝒙            𝒙 > 𝟎 
 अन्तिाि (0, ∞) पि परििावषत फििों का अिकु्रर्म 

{e−𝑥, 𝑒−2𝑥, 𝑒−3𝑥, … . . } 
(ii) 𝒇𝒏(𝒙) = 𝒙𝒏               𝒙 ∈ (𝟎, 𝟏) 

 अन्तिाि (0,1) पि परििावषत फििों का अिुक्रर्म 
 {𝑥, 𝑥2, 𝑥3, … … } 
फलिों के अिुक्रम का द्वबन् िः अणभसरि :- 
– यदद प्रान्त D ⊂ R पि परििावषत फििों का अिुक्रर्म 

{𝑓𝑛} हो िहााँ 𝑓𝑛: D → R,        ∀𝑛 ∈  N तथा E ⊂ D, 𝑥 के 
र्मािों का सर्मुच्चय ह ै जििके लिए अिुक्रर्म {𝑓𝑛} वकसी 
वास्तववक फिि 𝑓(𝑥) को अभिसृत होती है। 
f(x) = lim

𝑛→∞
 𝑓𝑛(𝑥)                ∀𝑛 ∈  N 

 अथाणत् अिुक्रर्म {𝑓𝑛}, E पि 𝑓 को वबन् शः अभिसतृ 
(Pointwise converge) होती है। 

– फिि 𝑓(𝑥) को अिुक्रर्म {𝑓𝑛(𝑥)} का सीर्मा फिि (limit 
function) कहते है। 

 अथाणत प्रत्येक ∈> 0 तथा ∀𝑛 ∈  N, ∃𝑛0 ∈  N 
 |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜖               ∀𝑛 ≥ 𝑛0 
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 उदाहरि:-  

2. (i) अिुक्रम 𝒇𝒏(𝒙) = 𝒆−𝒏𝒙           𝒙 > 𝟎 
 का सीर्माफिि 𝑓(𝑥) = lim𝑛→∞  𝑒−𝑛𝑥 = 0 
 (ii) 𝒇𝒏(𝒙) = 𝒙𝒏                ∀𝒙 ∈ (𝟎, 𝟏) 
 सीर्मा फिि 𝑓(𝑥) = lim𝑛→∞  𝑓𝑛(𝑥) 

 = lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = {
0  यदद 0 < 𝑥 < 1

1  यदद 𝑥 = 1
 

 (iii) 𝑓𝑛(𝑥) = {
𝑛2𝑥

1+𝑛2𝑥2 𝑥 ≠ 0

0 𝑥 = 0
 

 सीर्मा फिि 𝑓(𝑥) = lim𝑛→∞  𝑓𝑛(𝑥) = {
1

𝑥
𝑥 ≠ 0

0 𝑥 = 0
 

अिुक्रम का एक समाि अणभसरि - 
– वास्तववक सखं्याओं के उपसर्मचु्चय D ⊂ C पि परििावषत 

वास्तववक र्माि फििों का अिुक्रर्म {𝑓𝑛(𝑥)}D पि फिि 𝑓(𝑥) 
को एक सर्माि अभिसृत (Uniform Converge) होता ह ै
यदद प्रत्येक ∈> 0 के लिए 𝑛0 ∈  N (केवि ∈ पि वििणि) 
ववधर्माि हो तावक 

 |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜖 ∀𝑛 > 𝑛0 तथा 𝑥 ∈ D 

Note- 
(i)  एक सर्माि अभिसिण की स्स्थवत र्में प्रत्येक 𝑥 ∈ D के लिए 𝑛0 

विभित है। िबवक वबन् शः अभिसिण की स्स्थवत र्में 𝑛0, 𝑥 पि 
वििणि किता है। 

(ii)  यदद अिुक्रर्म {𝑓𝑛(𝑥)} एक सर्माि अभिसािी हो तो यह वबन् शः 
अभिसािी िी होगा वकन्तु वविोर्म सदैव सत्य िहीं अथाणत् 
अिुक्रर्म {𝑓𝑛(𝑥)} के वबन् शः अभिसािी होिे पि एक सर्माि 
अभिसािी होिा आवश्यक िहीं 

(iii)  यदद अिुक्रर्म {𝑓𝑛(𝑥)} वबन् शः अभिसािी िहीं हो तो यह एक 
सर्माि अभिसािी िी िहीं होगा। 

उदाहरि:-  
3. (i) 𝒇𝒏(𝒙) = 𝒙𝒏           ∀𝒙 ∈ (𝟎, ∞) 
 𝑓(𝑥) = lim𝑛→∞  𝑓𝑛(𝑥) 

 = lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = {
0  यदद 0 < 𝑥 < 1

1  यदद 𝑥 = 1

∞  यदद 𝑥 > 1

 

∵ 𝑓(𝑥), 𝑥 > 1 पि अपरििावषत अतः {𝑓𝑛(𝑥)}, 𝑥 > 1 के 
लिए वबन् शः अभिसािी िही साथ ही एक सर्माि अभिसािी िी 
िहीं 

 (ii) 𝒇𝒏(𝒙) = 𝒙𝒏    ∀𝒙 ∈ [𝟎, 𝟏] 
 ∵ 𝑓(𝑥) = lim𝑛→∞  𝑓𝑛(𝑥) 

 = lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = {
0  यदद 0 ≤ 𝑥 < 1

1  यदद 𝑥 = 1
 

{𝑓𝑛(𝑥)} वबन् शः अभिसािी वकन्तु एक सर्माि अभिसािी िहीं 

कोिी एक समाि अणभसरि शसद्धान्त - 
– वकसी प्रान्त D र्में परििावषत वास्तववक र्माि फििों का 

अिुक्रर्म {𝑓𝑛(𝑥)}, D पि एक सर्माि अभिसिण होता ह ैयदद 
औि केवि प्रत्येक ∈> 0 के लिए एक एसे 𝑛0 ∈  N ( ∈ पि 
वििणि) का अस्स्तत्व हो तावक 

 |𝑓𝑚(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| < 𝜖 ∀𝑥 ∈ D तथा 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 अथवा 
 |𝑓𝑛+𝑝(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| < 𝜖  ∀𝑥 ∈ D तथा 𝑝 ∈  N, 𝑛 ≥ 𝑛0 

𝐌𝑛 पररक्षि ( 𝐌𝑛 test):- 
– प्रान्त D पि परििावषत वास्तववक र्माि फििों का अिुक्रर्म 

{𝑓𝑛(𝑥)}, फिि 𝑓(𝑥) को वबन् शः अभिसृत हो, अथाणत् 
  lim𝑛→∞  𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥)           ∀𝑥 ∈ D 

तथा M𝑛 = Sup𝑛|(𝑥) − 𝑓(𝑥) ∣  ∀𝑥 ∈ D तो अिुक्रर्म 
{𝑓𝑛(𝑥)} एक सर्माि अभिसृत होता ह ैयदद औि केवि यदद 
अिुक्रर्म {M𝑛} शुन्य को अभिसृत हो अथाणत् lim𝑛→∞  M𝑛 = 0 

उदाहरि:- 
1. 𝒇𝒏(𝒙) = 𝒙𝒏−𝟏(𝟏 − 𝒙) 𝒙 ∈ [𝟎, 𝟏] 
व्याख्या: - 
  ∵ 𝑓(𝑥) = lim𝑛→∞  𝑓𝑛(𝑥) 
 = lim𝑛→∞  𝑥𝑛−1(1 − 𝑥) = 0 

र्मािा 𝑦 = |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = |𝑥𝑛−1(1 − 𝑥) − 0| 

y का र्माि अचधकतर्म होगा यदद 𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 तथा 𝑑

2𝑦

𝑑𝑥2 < 0 

 𝑥𝑛−1(−1) + (1 − 𝑥)(𝑛 − 1)𝑥𝑛−2 = 0 
 ⇒ 𝑥 = 1 −

1

𝑛
 

अत: M𝑛 = sup|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

 M𝑛 = (1 −
1

𝑛
)

𝑛−1
(1 − (1 −

1

𝑛
)) =

1

𝑛
(1 −

1

𝑛
)

𝑛−1
 

 lim𝑛→∞  M𝑛 = lim𝑛→∞  
1

𝑛
(1 −

1

𝑛
)

𝑛−1
= 0 

अतः अिुक्रर्म 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛−1(1 − 𝑥) अन्तिाि [0,1] र्में 
एक सर्माि अभिसािी 

2.  𝒇𝒏(𝒙) =
𝒏𝒙

𝟏−𝒏𝟐𝒙𝟐 

व्याख्या: - 
 𝑓(𝑥) = lim𝑛→∞  𝑓𝑛(𝑥) = lim𝑛→∞  

𝑛𝑥

1−𝑛2𝑥2 = 0 

(र्मािा) y = |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

 𝑦 = |
𝑛𝑥

1−𝑛2𝑥2 − 0| =
𝑛𝑥

1−𝑛2𝑥2 

y का र्माि अचधकतर्म होगा यदद 𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 तथा 𝑑

2𝑦

𝑑𝑥2 < 0 

 (1 − 𝑛2𝑥2) ⋅ 𝑛 − 𝑛𝑥(−2𝑛2𝑥) = 0 
1 + 𝑛2𝑥2 = 0 ⇒ 𝑥2 = −

1

𝑛2          (सम्िव िहीं) 

 अत: sup|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| का अस्स्तत्व िहीं {𝑓𝑛(𝑥)} एक 
सर्माि अभिसािी िहीं 
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 फलिों की श्रेिी 

– यदद सर्मुच्चय D ⊂ R पि परििावषत वास्तववक र्माि फििों 

की श्ेणी ∑𝑓𝑛(𝑥) है। 

– इस श्ेणी के 𝑛 पदों का योग S𝑛(𝑥) = ∑𝑟=1
𝑛  𝑓𝑟(𝑥) 

– श्ेणी ∑𝑓𝑛(𝑥) प्रान्त 𝐃 पि फिि 𝑓(𝑥) को एक सर्माि 

अभिसृत होती ह ैयदद 𝑓(𝑥) = lim𝑛→∞  ∑𝑓𝑛(𝑥)  अथवा  

 फििों की श्ेणी ∑𝑓𝑛(𝑥) प्रान्त 𝐃 पि फिि 𝐒(𝑥) को एक 

सर्माि अभिसृत होती ह ैयदद प्रत्येक ∈> 0 के लिए धि पूणाांक 

𝑛0 ( 𝜖 पि वििणि ) ववधर्माि हो तावक 
 |S𝑛(𝑥) − S(𝑥)| < 𝜖           ∀𝑛 > 𝑛𝑜,          ∀𝑥 ∈ D 

िहााँ S𝑛(𝑥) = ∑𝑘=1
𝑛  𝑓𝑘(𝑥) आशशिक योग फिि  

𝑆(𝑥) = ∑𝑓𝑛(𝑥) सीर्मा फिि 

उदाहरि:- 

1.  ∑𝒏=𝟏
∞  

𝒙

𝒏(𝒏+𝟏)
 ∀            𝒙 ∈ (𝟎, 𝒂), 𝒂 > 𝟎 

व्याख्या: - 

  𝑓𝑛(𝑥) =
𝑥

𝑛(𝑛+1)
 

S𝑛(𝑥) = ∑  𝑓𝑛(𝑥) 

 = 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) + ⋯ … . +𝑓𝑛(𝑥) 
 =

𝑥

1.2
+

𝑥

2.3
+

𝑥

3.4
+ ⋯ . +

𝑥

𝑛(𝑛+1)
 

 = 𝑥 [
(2−1)

1.2
+

(3−2)

2.3
+

(4−3)

3.4
+ ⋯

(𝑛+1)−𝑛

𝑛(𝑛+1)
] 

= 𝑥 [(1 −
1

2
) + (

1

2
−

1

3
) + (

1

3
−

1

4
) + ⋯ . + (

1

𝑛
−

1

𝑛 + 1
)] 

= 𝑥 (1 −
1

𝑛 + 1
) =

𝑛𝑥

𝑛 + 1
 

𝑆(𝑥) = lim𝑛→∞   S𝑛(𝑥) 

= lim𝑛→∞  
𝑛𝑥

𝑛 + 1
= 𝑥 ∀𝑥 ∈ [0, 𝑎] 

|S𝑛(𝑥) − S(𝑥)| < 𝜖 

⇒ |
𝑛𝑥

𝑛 + 1
− 𝑥| < 𝜖         ⇒ 𝑛 >

𝑥

𝜖
− 1 

 यदद 𝑛0 = [
𝑥

𝜖
− 1] + 1 हो तो प्रत्येक 𝑛 > 𝑛0 के लिए 

|S𝑛(𝑥) − S(𝑥)| < 𝜖 
अतः 𝑥 ∈ [0, 𝑎] के लिए श्ेणी ∑𝑓𝑛(𝑥) एक सर्माि अभिसािी  

कोिीशसद्धान्त (Cauchy's theory)- 

– सर्मुच्चय D पि परििावषत फििों को श्ेणी ∑𝑓𝑛(𝑥) एक 

सर्माि अभिसािी होगी यदद औि ∈> 0 के लिए 𝑛0 ∈  N इस 

प्रकाि ह ैतावक 

|𝑓𝑛+1(𝑥) + 𝑓𝑛+2(𝑥) + ⋯ + 𝑓𝑛+𝑝(𝑥)| <∈ 

 ∀𝑛 > 𝑛0.       𝑝 ∈  N तथा 𝑥 ∈ D 

वायस्ट्रास M परीक्षि (Weierstras M- test)- 

– प्रान्त 𝐃 पि परििावषत फििों की श्ेणी ∑𝑓𝑛(𝑥), एक सर्माि 

अभिसृत होती ह,ै यदद अऋणात्र्मक पदों की अभिसािी श्ेणी 

∑𝑀𝑛 इस प्रकाि ववधर्माि हो तावक 
  |𝑓𝑛(𝑥)| < M𝑛,        ∀𝑥 ∈ D,         ∀𝑛 ∈ D 
– श्ेणी ∑𝑓𝑛(𝑥), D र्में एक सर्माि अभिसािी होगी यदद श्ेणी 

∑𝑀𝑛 अभिसािी है। 

आबेल परीक्षि (Abel's test)- 

– श्ेणी ∑𝑓𝑛(𝑥) ⋅ 𝑔𝑛(𝑥) अन्तिाि [𝑎, 𝑏] पि एक सर्माि 

अभिसािी होगी यदद- 

 (i) अन्तिाि [𝑎, 𝑏] र्में ∑𝑓𝑛(𝑥) एक सर्माि अभिसािी हो 

(ii) {𝑔𝑛(𝑥)}, अन्तिाि [𝑎, 𝑏] र्में एक सर्माि परिबद्ध हो 

(iii) प्रत्येक 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] के लिए अिुक्रर्म {𝑔𝑛(𝑥)} एक ददष्ट हो 

मिख्ले परीक्षि (Drichlet's Test)- 

– श्ेणी ∑𝑓𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥) अन्तिाि [𝑎, 𝑏] पि एक सर्माि 

अभिसािी होती ह ैयदद- 

 (i) {𝑔(𝑥)} अन्तिाि [𝑎, 𝑏] र्में शुन्य को अभिसृत होि ेवािा 

एक सर्माि ह्रासर्माि अिुक्रर्म ह।ै 

 (ii) {S𝑛(𝑥)} अन्तिाि [𝑎, 𝑏] र्में प्रत्येक 𝑛 ∈  N के लिए एक 

सर्माि परिबद्ध है। 

|S𝑛(𝑥)| = |∑  

∞

𝑟=1

 𝑓𝑟(𝑥)| < 𝑘    िहााँ  𝑘 अचि  

उदाहरि:- 

1.  𝐟𝐧(𝒙) =
𝒏𝒙

𝟏+𝒏𝟐𝒙𝟐  𝟎 < 𝒙 < 𝟏 

व्याख्या: - 

  𝑓(𝑥) = lim𝑛→∞  𝑓𝑛(𝑥) = lim𝑛→∞  
𝑛𝑥

1+𝑛2𝑥2 = 0 

अत: ∑𝑓𝑛(𝑥) अन्तिाि [0,1] र्में वबन् शः अभिसािी 

(र्मािा) y = |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| 

= |
𝑛𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
− 0| =

𝑛𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
 

𝑦 अचधकतर्म होगा यदद  𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 तथा 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 < 0 

𝑛(1 + 𝑛2𝑥2) − 2𝑛2𝑥𝑛𝑥 = 0     ⇒ 𝑥 = ±
1

𝑛
 

∵ 𝑥 =
1

𝑛
  पि   𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 = ॠणात्र्मक, 𝑦 = अचधकतर्म 

𝑀𝑛 = Sup|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| =
1

1 + 1
=

1

2
 

lim𝑛→∞  𝑀𝑛 =
1

2
≠ 0 

अत: श्ेणी ∑ (
𝑛𝑥

1+𝑛2𝑥2) एक सर्माि अभिसािी िहीं 
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2.  श्रेिी ∑𝒏=𝟏
∞  

𝐬𝐢𝐧 𝒏𝒙

𝒏𝟐  𝒙 ∈ 𝐑 

व्याख्या: -  
 र्मािा M𝑛 =

1

𝑛2 श्ेणी ∑𝑀𝑛 = ∑
1

𝑛2 अभिसािी श्ेणी ह ै

[∵ हाइपि हािर्मोविक श्ेणी ∑
1

𝑛𝑝 अभिसािी होती ह ै यदद 
𝑝 > 1] 
∵ sin nx ≤ 1     अत: |sin 𝑛𝑥

𝑛2 | ≤
1

𝑛2 

 अतः वायस्रास M- पिीक्षण स ेश्ेणी ∑ sin 𝑛𝑥

𝑛2  एक सर्माि 

 अभिसािी श्ेणी 

3. ∑
(−𝟏)𝒏−𝟏𝒙𝒏

𝒏
    0 ≤ 𝑥 ≤ 1  

व्याख्या: -  

𝑓𝑛(𝑥) =
(−1)𝑛−1

𝑛
 तथा 𝑔𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛 

(i)  ∑𝑓𝑛(𝑥) = ∑
(−1)𝑛−1

𝑛
 अन्तिाि [0,1] र्में एक सर्माि 

अभिसािी 
(ii)  अिुक्रर्म {𝑓𝑛(𝑥)} = {𝑥𝑛} अन्तिाि [0,1] र्में एक ददष्ट 

वधणर्माि तथा परिबद्ध अिुक्रर्म अतः आबेि परिक्षण स ेश्ेणी 

∑
(−1)𝑛−1𝑥𝑛

𝑛
 अन्तिाि [0,1] र्में एक सर्माि अभिसािी श्ेणी 

4.  𝟏

𝟏+𝒙𝟐 −
𝟏

𝟐+𝒙𝟐 +
𝟏

𝟑+𝒙𝟐 …        𝒙 ∈ 𝑹 

व्याख्या: -  
 दी गई श्ेणी ∑(−1)n−1 1

𝑛+𝑥2 = ∑𝑓𝑛(𝑥)𝑔𝑛(𝑥) 

िहााँ 𝑓𝑛(𝑥) = (−1)𝑛−1 

 ⇒ S𝑛(𝑥) = ∑𝑓𝑛(𝑥) = {
0  यदद 𝑛 सर्म 
1  यदद 𝑛 ववषर्म 

 

|S𝑛(𝑥)| प्रत्येक 𝑛 ∈  N तथा ∀𝑥 ∈ R के लिए परिबद्ध तथा 
 g𝑛(𝑥) =

1

𝑛+𝑥2              ∀𝑛 ∈  N 

 lim𝑛→∞  𝑔𝑛(𝑥) = lim𝑛→∞  
1

𝑛+𝑥2 = 0 

अतः {g𝑛(𝑥)} एक ददष्ट ह्यासर्माि तथा शनु्य को अभिसृत होि े
वािा अिुक्रर्म ह।ै 

 अतः चिख्िे परिक्षण स े ∑(−1)𝑛−1 1

𝑛+𝑥2      ∀𝑥 ∈ 𝐑 के 

लिए एक सर्माि अभिसािी श्ेणी है। 

5.  ∑𝒏=𝟏
∑

  [
𝒏𝒙

𝟏+𝒏𝟐𝒙𝟐 −
(𝒏−𝟏)𝒙

𝟏+(𝒏−𝟏)𝟐𝒙𝟐] 

व्याख्या: -  
  S𝑛(𝑥) = ∑𝑓𝑛(𝑥) 
 = (

𝑥

1+𝑥2 − 0) + (
2𝑥

1+22𝑥2 −
𝑥

1+𝑥2) + (
3𝑥

1+32𝑥2 −

2𝑥

1+22𝑥2) + ⋯ … + (
𝑛𝑥

1+𝑛2𝑥2 −
(𝑛−1)𝑥

1+(𝑛−1)2𝑥2) =
𝑛𝑥

1+𝑛2𝑥2 

 𝐒(𝑥) = lim𝑛→∞  𝑆𝑛(𝑥) = lim𝑛→∞  
𝑛𝑥

1+𝑛2𝑥2 = 0 

 M𝑛 = SupS𝑛(𝑥) − S(𝑥)| = Sup|
𝑛𝑥

1+𝑛2𝑥2|   

र्मािा y =
𝑛x

1+𝑛2𝑥2 

 𝑦 अचधकतर्म होगा यदद 𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 तथा 𝑑

2𝑦

𝑑𝑥2 < 0 

 (1 + 𝑛2𝑥2) ⋅ 𝑛 − 𝑛𝑥(2𝑛2𝑥) = 0 ⇒ 𝑥 =
1

𝑛
 

 M𝑛 = (𝑦)max =
𝑛

1

𝑛

1+𝑛2 1

𝑛2

 

 
=

1

1+1
=

1

2
, lim𝑛→∞  M𝑛 =

1

2
≠ 0

∵ 𝑥 → 0 पि 𝑛 → ∞
∵ 𝑥 𝑥 = 0 एक सर्माि अभिसािी 

 

होिे का वबन्  है। 
अभ्यास प्रश्न 

1.  अिुक्रम {𝒙𝒏} = {√𝒏 + 𝟏 − √𝒏}∀𝒏 ∈ 𝑵 है। 
 (a) अपसािी  
 (b) दौििी  
 (c) अपरिबद्ध अिकु्रर्म   
 (d) अभिसािी   [d] 

व्याख्या:- 

  ∵ 𝑥𝑛 = [√(𝑛 + 1) − √𝑛] × [
√(𝑛+1)+√𝑛

√(𝑛+1)+√𝑛
] 

 =
1

√(𝑛+1)+√𝑛
 

 = lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = lim𝑛→∞  
1

√(𝑛+1)+√𝑛
= 0 

 अतः अिुक्रर्म {𝑥𝑛} अभिसािी अिुक्रर्म 

2.  If 𝐥𝐢𝐦𝒏→∞  𝒂𝒏 = 𝟎, then the series 𝚺𝒂𝒏 is: 
 (a) Oscillatory 
 (b) Divergent 
 (c) Convergent 
 (d) इिर्में स ेकोई िहीं  [d] 

व्याख्या:- 
 यदद lim𝑛→∞  𝑎𝑛 = 0 हो तो Σ𝑎𝑛 का अभिसािी होिा 

आवश्यक िहीं 

3. अनुक्रर्  ⟨𝐥𝐨𝐠 
𝟏

𝒏
⟩ है 

 (a) Convergent 
 (b) Divergent to ∞ 
 (c) Divergent to −∞ 
 (d) None of the above  [c] 

व्याख्या:- 

  ∵ lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = lim𝑛→∞   log
1

𝑛
 

 = lim𝑛→∞  (−log 𝑛) = −∞  
 Sequence divergent to −∞ 
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4.  अिुक्रम {𝟏

𝟑
+

𝟏

𝟑𝟐 + ⋯ … +
𝟏

𝟑𝒏}
𝒏=𝟏

∞
 की सीमा है 

 (a) − 1

2
  

 (b) 1
2
 

 (c) 1  

 (d) 0  [b] 

व्याख्या:- 

  lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = lim𝑛→∞  (
1

3
+

1

32 + ⋯ . +
1

3𝑛) 

 = lim
𝑛→∞

 
1

3
(1−

1

3𝑛)

1−
1

3

=
1

2
 

5.  The series 𝒙

𝟏.𝟐
+

𝒙𝟐

𝟑.𝟒
+

𝒙𝟑

𝟓.𝟔
+ ⋯ … . . , 𝐱 > 𝟎 is 

 (a) Convergent, if 𝑥 < 1 

 (b) Conve gent if 𝑥 > 1 

 (c) divergent, if 𝑥 > 1 

 (d) divevgent, if 𝑥 = 1  [a] 

व्याख्या:- 

  Σ𝑢𝑛 = ∑
𝑥𝑛

(2𝑛−1)(2𝑛)
 

 lim
𝑛→∞

 
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
= lim

𝑛→∞
 

𝑥𝑛

(2𝑛−1)(2𝑛)
⋅

(2𝑛+1)(2𝑛+2)

𝑥𝑛+1  

 = lim𝑛→∞  
(1+

1

2𝑛
)(1+

2

2𝑛
)

(1−
1

2𝑛
)

⋅
1

𝑥
=

1

𝑥
 

श्ेणी अभिसािी होगी यदद  1
𝑥

> 1   ⇒ 𝑥 < 1 

 श्ेणी अपसािी होगी यदद   1
𝑥

< 1 ⇒ 𝑥 > 1 

 𝑥 = 1 पि lim𝑛→∞  𝑛 (
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
− 1) 

 = lim𝑛→∞𝑛 (
(2𝑛+1)(2𝑛+2)

2𝑛(2𝑛−1)
− 1) = 2 > 1 

 अतः 𝑥 = 1 पि अपसािी श्ेणी Σ𝑢𝑛 अभिसािी होगी यदद x <

1 तथा अपसािी होगी यदद 𝑥 ≥ 1 

6.  द्विम्ि में स ेसही कथि है? 

 (a) { 1

𝑛+1
} कोशी अिुक्रर्म ह ैपिन्तु {(−1)𝑛} कोशी अिुक्रर्म 

िहीं ह ै

 (b) {
1

𝑛+1
} कोशी अिुक्रर्म िहीं ह ै पिन्तु {(−1)𝑛} कोशी 

अिुक्रर्म ह ै

 (c) दोिों अिुक्रर्म { 1

𝑛+1
} एवं {(−1)𝑛} कोशी अिुक्रर्म ह ै

 (d) दोिों { 1

𝑛+1
} तथा {(−1)𝑛} कोशी अिुक्रर्म िहीं ह ै[a] 

व्याख्या:- 

 

 |𝑥𝑛+𝑝 − 𝑥𝑛| = |
1

𝑛+𝑝+1
−

1

𝑛+1
|

 = |
𝑝

(𝑛+𝑝+1)(𝑛+1)
|

 ∵ |𝑥𝑛+𝑝 − 𝑛𝑛| <∈             ∀𝑛 = 𝑛0,      p ∈  N

 

 अतः अिुक्रर्म < 𝑥𝑛 > कोशी अिुक्रर्म ह,ै िो वक 0 को 
अभिसूत होता ह।ै 

 ⟨𝑥𝑛⟩ = ⟨(−1)𝑛⟩ 

 lim𝑛→∞  𝑦𝑛 = lim𝑛→∞  (−1)𝑛 = [
1 यदद 𝑛 सर्म 
−1 यदद 𝑛 ववषर्म 

 

अतः < 𝑦𝑛 > दोििी अिुक्रर्म < 𝑦𝑛 > कोशी अिुक्रर्म िही 
होगा 

7.  द्विम्ि में स ेकौि-सा गलत कथि है? 
 (a) प्रत्येक कोशी अिुक्रर्म अभिसािी होता ह ै
 (b) प्रत्येक अभिसािी अिुक्रर्म कोशी अिुक्रर्म होता ह ै
 (c) प्रत्येक परिबद्ध अिुक्रर्म कोशी अिुक्रर्म होता ह ै
 (d) इिर्में स ेकोई िहीं  [c] 
व्याख्या:- 
 परिबद्ध अिुक्रर्म परिचर्मत दोििी अिुक्रर्म िी सिंव ह।ै 
8.  द्विम्ि में स ेकौि-सा अिुक्रम अणभसारी िहीं है? 
 (a) {1 + (−1)𝑛} 
 (b) { 𝑛

𝑛+1
} 

 (c) {1 +
(−1)𝑛

𝑛
} 

 (d) सिी अभिसािी अिुक्रर्म ह ै  [a] 
व्याख्या:- 

(i) lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = lim𝑛→∞  1 + (−1)𝑛 

 = {
0  यदद 𝑛 ववषर्म 
2  यदद 𝑛 सर्म 

 (𝑢𝑛) दोििी अिुक्रर्म 

 (ii) lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = lim𝑛→∞  
𝑛

𝑛+1
= 1 

 अिुक्रर्म 𝑛

𝑛+1
, 1 को अचर्मसृत होता ह।ै 

 (iii) lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = lim𝑛→∞   [1 +
(−1)𝑛

𝑛
] = 1 

 अिुक्रर्म (1 +
(−1)𝑛

𝑛
) , 1 को अभिसृत्त होता ह।ै 

9.  अिुक्रम {𝟐𝒏+𝟕

𝟑𝒏+𝟐
} द्विम्ि में स ेद्वकस माि को अणभसूत करता 

है?  
 (a) 3

2
  

 (b) − 7

2
 

 (c) 2
3
  

 (d) − 2

7
  [c] 

व्याख्या:- 

  lim𝑛→∞  
2𝑛+7

3𝑛+2
= lim𝑛→∞  (

2+
7

𝑛

3+
2

𝑛

) =
2

3
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 10.  श्रेिी (𝟏 − 𝒙) + (𝒙 − 𝒙𝟐) + (𝒙𝟐 − 𝒙𝟑) … … …   

अणभसारी होगी यदद। 
 (a) −1 < 𝑥 ≤ 1  
 (b) −1 ≤ 𝑥 < 1 
 (c) −1 ≤ 𝑥 ≤ 1  
 (d) 𝑥 < −1  [a] 

व्याख्या:- 
 श्ेणी का योग 
 𝑆𝑛 = (1 − 𝑥) + (𝑥 − 𝑥2) + (𝑥2 − 𝑥3) + ⋯ +

(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛) = 1 − 𝑥𝑛 
lim𝑛→∞   Sn = 1 (परिचर्मत) यदद |x| ≤ 1 श्ेणी अभिसािी 
श्ेणी होगी यदद ⇒ −1 ≤ x ≤ 1 

11. 𝒑 के द्वकस माि के शलए श्रेिी 𝟏 +
𝟐𝒑

𝟐!
+

𝟑𝒑

𝟑!
+

𝟒𝒑

𝟒!
+ ⋯ .. 

अणभसारी श्रेिी होगी? 
 (a) केवि 𝑝 = 2 
 (b) केवि 𝑝 = 3 
 (c) केवि 𝑝 = 1/3 
 (d) 𝑝 के सिी र्मािों के लिए  [d] 

व्याख्या:- 

  𝑢𝑛 =
𝑛𝑝

𝑛!
, 𝑢𝑛+1 =

(𝑛+1)𝑝

(𝑛+1)!
 

  𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
=

𝑛𝑝

𝑛
×

⌊(𝑛+1)

(𝑛+1)𝑝 =
𝑛𝑝

(n+1)𝑝−1 

 =
𝑛

(1+
1

𝑛
)

𝑝−1 ,     𝑝 ≥ 2 

12. 𝒑 के द्वकस माि के शलए श्रिेी ∑𝒏=𝟐
∞  

𝟏

𝒏(𝐥𝐨𝐠 𝒏)𝒑 एक 

अपसारी है?   
 (a) 𝑝 = 2 
 (b) 𝑝 = 3 
 (c) 𝑝 = 1/2 
 (d) 𝑝 के वकसी िी र्माि के लिए िहीं     [c] 

व्याख्या:- 

  𝑓(𝑛) =
1

𝑛(log 𝐧)p 

 𝑚𝑛𝑓(𝑚𝑛) =
𝑚𝑛

𝑚𝑛(logm𝑚𝑝 =
1

𝑛𝑝(log 𝑚)𝑝 

 ∵
1

(log 𝑚)𝑝 उियविष्ठ अचि तथा ∑ 1

𝑛𝑝 अभिसािी   

 यदद 𝑝 > 1 

 ∑
1

𝑛𝑝 अपसािी यदद 𝑝 ≤ 1 

13.  द्विम्ि में स ेकौि-सी अपसारी श्रेिी है? 
 (a) ∑ 1

𝑛2 (b) ∑ 1

𝑛3 

 (c) ∑ 1

𝑛
 (d) ∑ 1

𝑛4 [c] 

व्याख्या:- 
 हाइपि हािर्मोविक श्ेणी ∑ 1

𝑛𝑝 

 (i) अभिसािी श्ेणी होगी यदद p > 1 
 (ii) अपसािी श्ेणी होगी यदद p ≤ 1 
 श्ेणी ∑ 1

𝑛2 के लिए 𝑝 = 2 > 1 (अभिसािी) 

 श्ेणी ∑ 1

𝑛3 के लिए 𝑝 = 3 > 1 (अभिसािी) 

 श्ेणी ∑ 1

𝑛
 के लिए 𝑝 = 1 (अपसािी) 

 श्ेणी ∑ 1

𝑛4 के लिए 𝑝 = 4 (अभिसािी) 

14.  द्विम्ि में स ेकौि-सी श्रेिी अणभसारी होगी?  
 (a) 1

2.3
+

1

3.4
+

1

4.5
+ ⋯ …. 

 (b) ∑𝑟=1
∞  (−1)𝑟−1 

 (c) log 2 + log
3

2
+ log

4

3
… .. 

 (d) ∑𝑛=1
∞   (1 +

1

𝑛
)

𝑛
  [a] 

व्याख्या:- 
  (i) ∑𝑢𝑛 =

1

2.3
+

1

3.4
+

1

4.5
+ ⋯ … …. 

 𝑢𝑛 =
1

(𝑛+1)(𝑛+2)
 

र्मािा सहायक श्ेणी 𝑣𝑛 =
1

𝑛2 

lim𝑛→∞  
𝑢𝑛

𝑣𝑛
=

1

(1 +
1
𝑛

) (1 +
2
𝑛

)
= 1 ≠ 0 

∴  𝑝 = 2 > 1 
अत: श्ेणी Σ𝑣𝑛 अभिसािी 

 तुििा परिक्षण स ेश्ेणी Σ𝑢𝑛 अभिसािी 
 (ii) 

 
Σ𝑢𝑛 = ∑  𝑛

𝑟=1   (−1)𝑟−1 ⇒ 𝑢𝑛 = (−1)𝑛−1

 lim
𝑥→∞

 𝑢𝑛 = {
−1 यदद सर्म संख्या 

+1 यदद 𝑛 ववषर्म सखं्या 
 

 अत: Σ𝑢𝑛 परिचर्मत दोििी श्ेणी 

 (iii) Σ𝑢𝑛 = Σlog (
𝑛+1

𝑛
) 

 𝑢𝑛 = log (1 +
1

𝑛
) =

1

𝑛
−

1

2𝑛2 +
1

3𝑛3 … … 

 र्मािा सहायक श्ेणी 𝑣𝑛 =
1

𝑛
⇒ lim𝑛→∞  

𝑢𝑛

𝑣𝑛
= 1 ≠ 0 

 ∵ 𝑝 = 1 अत Σ𝑣𝑛 अपसािी श्ेणी 
 तुििा परिक्षण स ेΣ𝑢𝑛 अपसािी श्ेणी 

 (iv) Σ𝑢n = Σ (1 +
1

𝑛
)

𝑛
 

 lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = lim𝑛→∞  (1 +
1

𝑛
)

𝑛
= 𝑒 ≠ 0 

अत: Σ𝑢𝑛 अपसािी श्ेणी 

15.  श्रेिी ∑𝐧=𝟏
∞  

(𝐧!)^𝟐

(𝟐𝐧)!
𝒙𝐧 अपसारी होगी यदद- 

 (a) 𝑥 ≥ 1 (b) 𝑥 ≥ 2 
 (c) 𝑥 ≥ 3 (d) 𝑥 ≥ 4 [d] 
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व्याख्या:- 
 ∑n=1

∞  
(n!)^2

(2n)!
𝑥n   

  𝑢𝑛 =
(n!)^2

(2n)!
𝑥n 

  𝑢𝑛+1 =
(n+1)!^2

(2n+2)!
𝑥n+1 

  
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
=

(2n+1)(2𝑛+2)

(n+1)^2
.

1

𝑥
 

 lim
𝑛→∞

 
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
=

4

𝑥
 

 अपसािी श्ेणी की स्स्थवत र्में  4
𝑥

≤ 1 ⇒ 4 ≤ 𝑥 

16.  अिुक्रम (𝟏, −
𝟏

𝟐
,

𝟏

𝟑
, −

𝟏

𝟒
,

𝟏

𝟓
, −

𝟏

𝟔
… … . . ..) 

 (a) एक ददष्ट वकन्तु परिबद्ध िहीं 
 (b) परिबद्ध वकन्तु एक ददष्ट िहीं 
 (c) एक ददष्ट तथा परिबद्ध 
 (d) ि एक ददष्ट ि परिबद्ध  [b] 
व्याख्या:- 
  ∵ अिुक्रर्म के पद िा तो वििन्ति बढ़त ेक्रर्म र्में है। िा ही घटते 

क्रर्म र्में अतः अिुक्रर्म एक ददष्ट िहीं है। 
 अिुक्रर्म का प्रत्येक पद −1 < 𝑥𝑛 < 1 अतः अिुक्रर्म परिबद्ध 

17.  वह श्रेिी, जिसका 𝒏 वाँ पद 𝒆−𝒏𝟐𝒙 है. है? 
 (a) अभिसािी यदद 𝑥 > 0, अपसािी यदद 𝑥 ≤ 0 
 (b) अभिसािी यदद 𝑥 ≥ 0, अपसािी यदद 𝑥 < 0 
 (c) अभिसािी यदद 𝑥 < 0, अपसािी यदद 𝑥 ≥ 0 
 (d) अभिसािी यदद 𝑥 ≤ 0, अपसािी यदद 𝑥 > 0 [a] 
व्याख्या:- 
  ∑𝑢𝑛 = ∑𝑒−𝑛2𝑥 
 Case 𝐈 : यदद 𝑥 < 0 हो तो 
 lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = lim𝑛→∞  𝑒−𝑛2𝑥 = ∞ ≠ 0 

अतः 𝑥 < 0 पि ∑𝑢𝑛 अपसािी 
 Case II : यदद 𝑥 = 0 हो तो 
 lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = lim𝑛→∞  𝑒−𝑛2⋅0 = 1 ≠ 0 

अतः 𝑥 = 0 पि ∑𝑢𝑛 अपसािी 
 Case III यदद 𝑥 > 0 हो तो र्मािा सहायक श्ेणी 𝑣𝑛 =

1

𝑛2 

 lim𝑛→∞  
𝑢𝑛

𝑣𝑛
= lim𝑛→∞  

𝑒−𝑛2𝑥

1

𝑛2

 

 = lim𝑛→∞  
𝑛2

𝑒𝑛2𝑥
= 0 ≠ 1 

∵ 𝑝 = 2 > 1 अत: ∑𝑣𝑛 अभिसािी तुििा परिक्षण स े∑𝑢𝑛 
अभिसािी 

18.  अिुक्रम {𝒙𝒏} िहा ँ 𝒙𝒏 =
𝟏

𝒏+𝟏
+

𝟏

𝒏+𝟐
+. . … . +

𝟏

𝒏+𝒏
 

 ∀𝒏 ∈ 𝐍 है? 
 (a) अभिसािी  (b) अपसािी 
 (c) दोििी (d) कोशी [a] 

व्याख्या:- 

  𝑥𝑛 =
1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+

1

𝑛+3
+ ⋯ . +

1

𝑛+𝑛
 

 𝑥𝑛+1 =
1

𝑛+2
+

1

𝑛+3
+

1

𝑛+4
+ ⋯ . +

1

𝑛+1+𝑛+1
 

 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 =
1

2𝑛+2
+

1

2𝑛+1
−

1

𝑛+1
 

 =
(2𝑛+1)+(2𝑛+2)−2(2𝑛+1)

2(𝑛+1)(2𝑛+1)
 

 =
1

2(𝑛+1)(2𝑛+1)
 

 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 > 0∀𝑛 ∈  N 
 अतः ⟨𝑥𝑛 > एक वधणर्माि अिुक्रर्म ह?ै 

 पुि: 𝑥𝑛 =
1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+

1

𝑛+3
+ ⋯ +

1

𝑛+𝑛
 

 𝑥𝑛 <
1

𝑛
+

1

𝑛
+

1

𝑛
+ ⋯ +

1

𝑛
 

 ⇒ 𝑥𝑛 <
𝑛

𝑛
      ⇒ 𝑥𝑛 < 1        ∀𝑛 ∈  N 

अथाणत् < 𝑥𝑛 > एक परिबद्ध अिुक्रर्म है। 
 ∵< 𝑥𝑛 > एक ददष्ट वधणर्माि परिबद्ध अिुक्रर्म ह ै अत: 

< 𝑥𝑛 > अभिसािी अिुक्रर्म है। 

19.  श्रेिी 𝟐 −
𝟑

𝟐𝟐 +
𝟒

𝟑𝟐 −
𝟓

𝟒𝟐 + ⋯ … … है- 

 (a) पूणण अभिसािी  
 (b) सशतण अभिसािी 
 (c) अपसािी  
 (d) दोिायर्माि  [b] 

व्याख्या:- 
  ∵ एकान्ति श्ेणी के िेबिीि परिक्षण स ेयदद 𝑢𝑛 > 𝑢𝑛+1 हो 

तो ∑𝑢𝑛 अभिसािी पूि: ∑|𝑢𝑛| अभिसािी िहीं अतः ∑𝑢𝑛 
सशतण अभिसािी। 

20.  श्रेिी 𝒙 +
𝟐𝟐𝒙𝟐

𝟐!
+

𝟑𝟑𝒙𝟑

𝟑!
+

𝟒𝟒𝒙𝟒

𝟒!
+ ⋯ अणभसारी है यदद:  

(a) 0 < 𝑥 <
1

𝑒
  

 (b) 𝑥 >
1

𝑒
 

 (c) 2
𝑒

< 𝑥 <
3

𝑒
  

 (d) 3
𝑒

< 𝑥 <
4

𝑒
  [a] 

व्याख्या:- 

  𝑢𝑛 =
(𝑛𝑥)𝑛

𝑛!
, 𝑢𝑛+1 =

[(𝑛+1)𝑥]𝑛+1

(𝑛+1)!
 

 𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
=

(𝑛𝑥)𝑛

𝑛!
×

(𝑛+1)!

[(𝑛+1)𝑥]𝑛+1 =
𝑛𝑛

(𝑛+1)𝑛𝑥
 

 ⇒ lim𝑛→∞  
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
= lim𝑛→∞  

1

(1+
1

𝑛
)

𝑛
1

𝑥
=

1

𝑒𝑥
 

 श्ेणी अभिसािी होगी यदद 1

𝑒𝑥
> 1 अथवा 𝑥 <

1

𝑒
 तथा       𝑥 >

0 अत: 0 < 𝑥 <
1

𝑒
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21.  अिुक्रम 𝒙𝒏 = [√(𝒏 + 𝟏) − √𝒏]              ∀𝒏 ∈  𝐍 

 (a) अपसािी 
 (b) अपरिबद्ध 
 (c) अभिसािी 
 (d) इिर्में स ेकोई िहीं  [c] 
व्याख्या:- 
  𝑥𝑛 = [√(𝑛 + 1) − √𝑛] 

 = [√(𝑛 + 1) − √𝑛] ×
[√(𝑛+1)+√𝑛]

[√(𝑛+1)+√𝑛]
 

 𝑥𝑛 =
1

√(𝑛+1)+√𝑛
 

∵ 𝑥𝑛+1 < 𝑥𝑛  
 अत: 𝑥𝑛 हास र्माि अिुक्रर्म तथा lim𝑛→0  𝑥𝑛 = 0  
 अतः 𝑥𝑛 परिबद्ध अिुक्रर्म, 𝑥𝑛 अभिसािी अिुक्रर्म 

22.  𝒙 > 𝟎 के शलए श्रेिी 𝒙

𝟏.𝟐
+

𝒙𝟐

𝟑.𝟒
+

𝒙𝟑

𝟓.𝟔
+ ⋯ ….. अणभसारी 

होगी यदद 
 (a) 𝑥 > 1 (b) 𝑥 ≥ 1 
 (c) 𝑥 ≤ 1 (d) 𝑥 = 1 [c] 
व्याख्या:- 

  𝑥

1.2
+

𝑥2

3.4
+

𝑥3

5.6
+ ⋯ … … .. 

 𝑢𝑛 =
𝑥𝑛

(2𝑛−1)⋅2𝑛
 

 ⇒ 𝑢𝑛+1 =
𝑥𝑛+1

(2𝑛+1)(2𝑛+2)
 

 𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
=

(2𝑛+1)(2𝑛+2)

(2𝑛−1)⋅2𝑛
⋅

1

𝑥
 

 lim𝑛→∞  
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
= lim𝑥→∞  

(1+
1

2𝑛
)(1+

2

2𝑛
)

(1−
1

2𝑛
)

⋅
1

𝑥
=

1

𝑥
 

𝑢𝑛 अभिसािी यदद  1
𝑥

> 1      ⇒ 𝑥 < 1  

 𝑢𝑛 अपसािी यदद 1
𝑥

< 1     ⇒ 𝑥 > 1,   𝑥 = 1 पि 

  𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
− 1 = [

(2𝑛+1)(2𝑛+2)

2𝑛(2𝑛−1)
− 1] =

8𝑛+3

2𝑛(2𝑛−1)
 

 lim𝑛→∞  𝑛 (
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
− 1) 

 = lim𝑛→∞  
8+

3

𝑛

2(2−
1

𝑛
)

= 2 > 1 

अत: 𝑥 = 1 पि अभिसािी श्ेणी अभिसािी होगी यदद 𝑥 ≤ 1 
23.  श्रेिी 𝟏 + 𝒙 + 𝒙𝟐 + 𝒙𝟑 + ⋯ , (𝟏 − 𝒙)−𝟏 को जिस 

अंतराल में अणभसररत होती है, वह है?  
 (a) केवि 0 < 𝑥 ≤ 1 
 (b) केवि −1 ≤ 𝑥 < 0 
 (c) केवि −1 < 𝑥 < 1 
 (d) केवि −1 ≤ 𝑥 ≤ 1  [c] 
व्याख्या:- 
  −1 < 𝑥 < 1 

24.  The series 𝒙 −
𝒙𝟐

𝟐
+

𝒙𝟑

𝟑
−

𝒙𝟒

𝟒
+

𝒙𝟓

𝟓
+ ⋯ 

converges in: 
 (a) 2 < 𝑥 < ∞ 
 (b) |𝑥| > 1 
 (c) −1 < 𝑥 ≤ 1 
 (d) 𝑥 < −1  [c] 

व्याख्या:- 

  Σ𝑢𝑛 = ∑(−1)𝑛 𝑥𝑛

𝑛
 

 lim
𝑛→∞

  |
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
| = lim

𝑛→∞
  |

𝑛𝑥

𝑛+1
| = |𝑥| 

 |𝑥| < 1 पि Σ𝑢𝑛 अभिसािी श्ेणी 

 𝑥 = 1 पि 𝑢𝑛 =
(−1)𝑛−1

𝑛
⇒ lim𝑛→∞  𝑢𝑛 = 0 

 ⇒ 𝑥 = 1 पि Σ𝑢𝑛 अभिसािी श्ेणी Σ𝑢𝑛 अभिसािी श्ेणी 
होगी यदद - 1 < 𝑥 ≤ 1 

25.  श्रेिी 𝟐

𝟏𝒑 +
𝟑

𝟐𝒑 +
𝟒

𝟑𝒑 + ⋯ … .., 

 (a) अभिसािी यदद 𝑝 ≥ 2 औि अपसािी यदद 𝑝 < 2 
(b) अभिसािी यदद 𝑝 > 2 औि अपसािी यदद 𝑝 ≤ 2 
(c) अभिसािी यदद 𝑝 ≥ 2 औि अपसािी यदद 𝑝 > 2 

(d) अभिसािी यदद 𝑝 < 2 औि अपसािी यदद 𝑝 ≥ 2 [b] 

व्याख्या:- 

  𝑢𝑛 =
𝑛+1

𝑛𝑝 =
1

𝑛𝑝−1 (1 +
1

𝑛
),  

 र्मािा सहायक श्ेणी 𝑣𝑛 =
1

𝑛𝑝−1 

 lim𝑛→∞  
𝑢𝑛

𝑣𝑛
= lim𝑛→∞   (1 +

1

𝑛
) = 1 

अतः 𝑢𝑛 अभिसािी होगी यदद 𝑣𝑛 अभिसािी है। 
 𝑣𝑛 अभिसािी होगी यदद 𝑝 − 1 > 1 ⇒ 𝑝 > 2 तथा 

अपसािी होगी यदद 𝑝 − 1 ≤ 1 ⇒ 𝑝 ≤ 2 

26.  श्रेिी ∑
𝐬𝐢𝐧 𝒏𝒙

𝒏𝒑  सभी वास्तद्ववक संख्याओं के शलए एक 

समाि अणभसारी है यदद RPSC II grade9.12.2011 
 (a) p < 1 
 (b) p ≤ 1 
 (c) p > 1 
 (d) 𝑝 ≥ 1  [c] 

व्याख्या:- 
  ∵ |sin 𝑛𝑥| ≤ 1∀𝑛 ∈  N   

 अत: |
sin 𝑛𝑥

𝑛𝜌 | ≤
1

𝑛𝑝 तथा अिुक्रर्म (
1

𝑛𝑝) , 𝑝 > 1 के लिए 

(हाईपिहािर्मोविक श्ेणी) के लिए अभिसािी अिुक्रर्म है। अतः 

∑
sin 𝑛𝑥

𝑛𝑝 ;   𝑝 > 1 के लिए एक सर्माि अभिसािी अिुक्रर्म 
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 27.  यदद अिुक्रम 𝒂𝒏 तथा 𝒃𝒏 दोिों 𝒍 पर अणभसृत होती है तथा 

यदद 𝒂𝒏 < 𝒄𝒏 < 𝒃𝒏, ∀𝒏 एवं 𝒄 एक अचर है, तो अिुक्रम 
𝒄𝒏 अणभसृत होगी:  RPSC II Grade 2013 

 (a) 𝑙 + 𝑐 पि 
 (b) 𝑙 − 𝑐 पि 
 (c) 𝑙 पि 
 (d) 𝑙

𝑐
 पि  [c] 

28.  श्रेिी (
𝟐𝟐

𝟏𝟐 −
𝟐

𝟏
)

−𝟏

+ (
𝟑𝟑

𝟐𝟑 −
𝟑

𝟐
)

−𝟐

+ (
𝟒𝟒

𝟑𝟒 −
𝟒

𝟑
)

−𝟑

+ ⋯ .. 

है: RPSC II Grade 2013 
 (a) अभिसािी 
 (b) अपसािी 
 (c) परिचर्मत दोिायर्माि 
 (d) अपरिचर्मत दोिायर्माि  [a] 
व्याख्या:- 

  𝑢𝑛 = (
(𝑛+1)𝑛+1

𝑛𝑛+1 −
𝑛+1

𝑛
)

−𝑛

 

 𝑢𝑛

1

𝑛 = (
𝑛+1

𝑛
)

−1
[(1 +

1

𝑛
)

𝑛
− 1]

−1

 

 𝑛 वें रू्मि परिक्षण स े

 Lim𝑛→∞  𝑢𝑛

1

𝑛 = (1 +
1

𝑛
)

−1
[(1 +

1

𝑛
)

𝑛
− 1]

−1

 

 = 𝑖 ⋅ (𝑒 − 1)−1 =
1

𝑒−1
< 1  

 अत: ∑𝑢𝑛 अभिसािी श्ेणी 
29.  अिुक्रम {𝒇𝒏(𝒙)} = 𝒏𝒙(𝟏 − 𝒙)𝒏 अन्तराल 𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟏 

में एक समाि अणभसारी द्वकस द्वबन्  पर िहीं है? 
 RPSC II gred 9.12.2011 
 (a) 𝑥 = 1 
 (b) 𝑥 =

1

2
 

 (c) 𝑥 = 0 
 (d) 𝑥 =

3

4
  [c] 

व्याख्या:- 
 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑛𝑥(1 − 𝑥)𝑛 
 ∵ 𝑥 =

1

𝑛
 के लिए 

 Lim𝑛→∞  𝑓𝑛(𝑥) = lim𝑛→∞  𝑛 ⋅
1

𝑛
(1 −

1

𝑛
)

𝑛
=

1

𝑒
≠ 0 

 अतः 𝑓𝑛(𝑥) एक सर्माि अभिसािी िही ह ैयदद 
 𝑥 = lim𝑥→∞  

1

𝑛
= 0 

30.  वह अन्तराल जिसमें फलिों की श्रेिी ∑𝐧=𝟏
∞  

𝒙𝒏

𝒏+𝟏
 

एकसमाि अणभसृत होती है, हैं?  
 RPSC II Grade 2013 
 (a) [−1,1] (b) [0,1] 

 (c) [−2,0] (d) [−
1

2
,

1

2
] [d] 

व्याख्या:- 

 र्मािा 𝑢𝑛 = 𝑥𝑛; 𝑣𝑛 =
1

𝑛+1
 

 |∑𝑛=1
∞  𝑢𝑛| = |𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + ⋯ … … … . | 

=
𝑥

1−𝑥
 (परिचर्मत)       यदद |𝑥| < 𝛿 < 1 साथ ही < 𝑣𝑛 > 

धिात्र्मक पदों का एक ददष्ट ह्यासर्माि अिुक्रर्म ह ैिो वक शून्य 
को एक सर्माि अभिसूत होता ह ैअतः विचि परिक्षण स ेदी गई 

श्ेणी  ∑𝑢𝑛𝑣𝑛 = ∑
𝑥𝑛

𝑛+1
 एक सर्माि अभिसािी होगी  

 यदद |𝑥| < 𝛿  अथवा −𝛿 < 𝑥 < 𝛿 

31.  यदद अिुक्रम {𝒂𝒏} तथा {𝒃𝒏} क्रमिः पररममत सीमाओं 𝒂 
तथा 𝒃 को अणभसतृ होती है, तब 

𝐥𝐢𝐦𝒏→∞  
𝒂𝟏𝒃𝒏+𝒂𝟐𝒃𝒏−𝟏+⋯+𝒂𝒏𝒂𝟏

𝒏
 बराबर है? 

 RPSC I grade-22.7.16 
 (a) 𝑎 + 𝑏 
 (b) 𝑎 − 𝑏 
 (c) 𝑎𝑏 

 (d) √(𝑎2 + 𝑏2)  [c] 

व्याख्या:- 
  ∵ lim𝑛→∞  𝑎𝑛 = 𝑎 तथा lim𝑛→∞  𝑏𝑛 = 𝑏 
 र्मािा 𝑎𝑛 = 𝑎 + 𝑥𝑛  

 अत: lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = 0 ⇒ lim𝑛→∞  
1

𝑛
 

 ∑𝑥𝑛 = 0  
 𝑏𝑛 = 𝑏 + 𝑦𝑛  
 अतः lim𝑛→∞  𝑦𝑛 = 0     ⇒ lim𝑛→∞  

1

𝑛
 

 ∑𝑦𝑛 = 0 
 lim𝑛→∞  

𝑎1𝑏𝑛+𝑎2𝑏𝑛−1+⋯..+𝑎𝑛𝑏1

𝑛
 

lim𝑛→∞  
(𝑎+𝑥1)(𝑏+𝑦𝑛)+(𝑎+𝑥2)(𝑏+𝑦𝑛−1)+⋯+(𝑎+𝑥𝑛)(𝑏+𝑦1)

𝑛
 

 Lim𝑛→∞  𝑎𝑏 + 𝑎 (
1

𝑛
∑𝑦𝑛) + 𝑏 (

1

𝑛
∑𝑥𝑛) +

1

𝑛
(∑𝑥𝑛𝑦𝑛) 

 = 𝑎𝑏 + 𝑎. 0 + 𝑏. 0 + 0 = 𝑎𝑏 

32.  अिुक्रम {𝒙𝒏} िहा ँ𝒙𝟏 = 𝟏, 𝒙𝒏+𝟏 =
𝟐𝒙𝒏+𝟑

𝟒
    ∀𝒏 ∈  𝐍, 

है? RPSC I grade-22.7.16 
 (a) अभिसािी (b) अपसािी 
 (c) सशतण अभिसािी (d) इिर्में से कोई िहीं [a] 

व्याख्या:- 

 अिुक्रर्म {1,
5

4
,

11

8
,

23

16
,

47

32
, … … … } 

 
lim

𝑛→∞
 𝑥𝑛 = 𝑎( र्मािा ) ⇒ lim

𝑛→∞
 𝑥𝑛+1 = lim

𝑛→∞
  (

2𝑥𝑛+3

4
)

𝑎 =
2𝑎+3

4
    ⇒ 4𝑎 = 2𝑎 + 3      ⇒ 𝑎 =

3

2

 

 अिुक्रर्म {𝑥𝑛},
3

2
 को अभिसृत होता है। 
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33.  श्रेिी 𝟏

𝟏.𝟐
+

𝟐

𝟑.𝟒
+

𝟑

𝟓.𝟔
+ ⋯ … … है। RPSC II grade 

2016 
(a) अपसािी (b) अभिसािी 

 (c) सशतण अभिसािी (d) दोििीय [a] 

व्याख्या:- 
 1

1.2
+

2

3.4
+

3

5.6
+ ⋯ 

 𝑢𝑛 =
𝑛

(2𝑛−1)⋅2𝑛
=

1

2(2𝑛−1)
 

र्मािा 𝑣𝑛 =
1

𝑛
    ⇒ lim𝑛→∞  

𝑢𝑛

𝑣𝑛
=

1

4
≠ 0 

 ∵ p = 1 अत: ∑𝑣𝑛 अपसािी होगी 
तुििा परिक्षण स े∑𝑢𝑛 िी अपसािी होगी 

34.  अिुक्रम {𝐒𝒏} = (𝟏 +
𝟏

𝒏
)

𝒏
 है।  RPSC II grade 2016 

 (a) एक परिर्मेय र्माि पि अभिसतृ 
 (b) एक अपरिर्मेय र्माि पि अभिसृत 
 (c) एक परिर्मेय र्माि पि विपेक्ष अभिसृत 
 (d) अपसािी  [b] 

व्याख्या:- 

  𝑆𝑛 = (1 +
1

𝑛
)

𝑛
 

∵ lim𝑛→∞  𝑆𝑛 = lim𝑛→∞   (1 +
1

𝑛
)

𝑛
= 𝑒 (परिचर्मत) 

अत: अिुक्रर्म अपरिर्मेय र्माि 𝑒 को अभिसृत होता है।  

35.  द्विम्ि श्रेिी के शलए सत्य कथि है: 𝟏𝟒

𝟏𝟑 +
𝟐𝟒

𝟐𝟑 +
𝟑𝟒

𝟑𝟑 + ⋯.. 

 RPSC II Grade 18.2.19 
 (a) दोििीय अभिसािी ह ै  
 (b) अभिसािी ह ै
 (c) अपसािी ह ै  
 (d) इिर्में स ेकोई िहीं  [b] 

व्याख्या:- 
 श्ेणी = ∑𝑢𝑛 = ∑

10𝑛+4

𝑛3 ,  

 र्मािा ∑𝑣𝑛 = ∑
1

𝑛2 

 lim
𝑛→∞

 
𝑢𝑛

𝑣𝑛
= lim

𝑛→∞
  (

4

𝑛
+ 10) = 10 ≠ 0 

 ∵ ∑𝑣𝑛 अभिसािी (∵ p > 1)  
 अतः ∑𝑢𝑛 अभिसािी 

36.  श्रेिी (∑𝒏=𝟏
∞   ⋅

𝒙𝐧−𝟏

𝐧⋅𝟑𝐧 ) के शलए सत्य कथि है? 

 RPSC II Grade 18.2.19 
 (a) अभिसािी यदद 𝑥 < 3 
 (b) अभिसािी यदद 𝑥 > 3 
 (c) अपसािी यदद 𝑥 > 1 
 (d) अपसािी यदद 𝑥 > 0  [a] 

व्याख्या:- 

 ∑𝑢𝑛 = ∑
𝑥𝑛−1

𝑛⋅3𝑛  

 
 lim
𝑛→∞

 
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
= lim

𝑛→∞
 
𝑥𝑛−1

𝑛⋅3𝑛 ×
(𝑛+1)⋅3𝑛+1

𝑥𝑛

 = lim
𝑛→∞

 
3

𝑥
(1 +

1

𝑛
) =

3

𝑥

 

 श्ेणी ∑𝑢𝑛 अभिसािी श्ेणी होगी यदद 3

𝑥
> 1 अथवा 𝑥 < 3 

37.  The series [ 𝟏

𝟏𝒑 −
𝟏

𝟐𝒑 +
𝟏

𝟑𝒑 −
𝟏

𝟒𝒑 + ⋯ . ] : 

 (a) converges for p > 0 
 (b) converges for p < 0 
 (c) diverges for p > 0 
 (d) diverges for p < 0  [a] 

व्याख्या:- 
 Case I :- िब 𝑝 > 0 

 श्ेणी ∑𝑢𝑛 = ∑
(−1)𝑛−1

𝑛𝑝  अभिसािी श्ेणी ह।ै 

 ∵ ∑|𝑢𝑛| = ∑ |
(−1)𝑛−1

𝑛𝑝 | =
1

1𝑝 +
1

2𝑝 +
1

3𝑝 … … 

 Σ|𝑢𝑛|, 𝑝 > 1 के लिए अभिसािी 
 अतः Σ𝑢𝑛, 𝑝 > 1 के लिए वििपेक्ष अभिसािी तथा 0 < 𝑝 ≤

1 के लिए सप्रवतबन्ध अभिसािी 
 Case II: - िब 𝑝 = 0 Σ𝑢𝑛 = 1 − 1 + −1 +   परिचर्मत 

दोििी श्ेणी  
 Case III : - िब 𝑝 < 0 हो तो श्ेणी ( −∞ से +∞ के र्मध्य) 

अपरिचर्मत रूप स ेदोििी श्ेणी 
38.  द्विम्ि श्रेणियों में स ेकौि-सी अणभसारी है? 
 RPSC-II Grade-2015 
 (a) ∑𝑛=1

∞  
1

√𝑛+1−√𝑛
 

 (b) ∑𝑛=1
∞  

sin 𝑛

𝑛2  

 (c) ∑𝑛=1
∞  (−1)𝑛log𝑒 𝑛 

 (d) ∑𝑛=1
∞  

log𝑒 𝑛

𝑛
  [c] 

39.  यदद 𝒂𝒏 = 𝐬𝐢𝐧 
𝒏𝝅

𝟐
+ (−𝟏)𝒏 𝟏

𝒏
;     𝒏 ∈  𝐍 तो 𝐥𝐢𝐦

n→∞
 𝒂𝒏 

है- RPSC-II Grade-2015 
 (a) 1  
 (b) -1 
 (c) 0  
 (d) ∞  [b] 
व्याख्या:- 
  𝑎𝑛 = sin 

𝑛𝜋

2
+ (−1)𝑛 ⋅

1

𝑛
;      𝑛 ∈  N 

 [1 − 1,0 +
1

2
, −1 −

1

3
, 0 +

1

4
, … … … ] 

 [0,
1

2
, −

4

3
,

1

4
… … … ] 
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 40.  यदद {𝒂𝒏}, {𝒃𝒏} और {𝒄𝒏} तीि अिुक्रम है जिसस े   

𝒂𝒏 < 𝒃𝒏 < 𝒄𝒏 और 𝐥𝐢𝐦𝒂𝒏 = 𝐥𝐢𝐦𝒄𝒏 = 𝒌 तो 𝐥𝐢𝐦𝒃𝒏 
है: RPSC-II Grade-2015 

 (a) < 𝑘 (b) > 𝑘 
 (c) = 𝑘 (d) इिर्में स ेकोई िहीं [c] 
व्याख्या:- 
 सैणडववच प्रर्मेय स े𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛 ≤ 𝑐𝑛 हो तो 
  lim𝑛→∞  𝑏𝑛 = 𝑘 िहााँ lim𝑛→∞  𝑎𝑛 = lim𝑛→∞  𝑐𝑛 = 𝑘 
41.  वास्तद्ववक संख्या द्विकाय मे द्वववृत्त समुच्चयों के अिन्त 

संग्रह का सवयद्विष्ठ है: RPSC II Grade 2013 
 (a) विभित रूप स ेएक वववृत सर्मुच्चय 
 (b) सदैव एक संवतृ्त सर्मुच्चय 
 (c) वववृत्त सर्मुच्चय होिा आवश्यक िहीं 
 (d) एक अिन्त सर्मुच्चय  [c] 
व्याख्या:- 
 उच्चक = 3

2
, विम्िक = 0 

 ⇒ 𝑆 = [0,
3

2
,

2

3
,

5

4
, … … . ] 

42.  समुच्चय {𝟏

𝒏
: 𝒏 ∈ 𝑵} है।   RPSC II grade 2016 

 (a) संवृत एव ंपरिबद्ध 
 (b) वववतृ्त िेवकि परिबद्ध 
 (c) ि तो संवृत ि ही वववृत िेवकि परिबद्ध 
 (d) अपरिबद्ध  [d] 
व्याख्या:- 
  ∵ A = {

1

n
: n ∈ N} = [1,

1

2
,

1

3
,

1

4
, … … … . . ] 

 ∵ 0 <
1

n
≤ 1 

अतः सर्मुच्चय बायी ओि से वववृत तथा दायी ओि स ेसंवृत 
सम्पूणण 𝑥 ∈  N के लिए िा संवृत िा वववृत 
तथा 0 स े1 के र्मध्य परिबद्ध 

43. पूिय क्रममत क्षेत्र के रूप में वास्तद्ववक संख्याओं के गुिधमय 
में सम्म्मशलत है? RPSC II grade 20.12.10 

 (a) के्षत्र अभिगहृीत 
 (b) क्रर्म अभिगृहीत 
 (c) पूणणता क्रर्म अभिगृहीत 
 (d) उपिोक्त सिी  [d] 

44.  समुच्चय 𝑺 = {𝟏 +
(−𝟏)𝒏

𝒏
: 𝒏 ∈ 𝑵} के उच्चक एव ं

द्विम्िक का माि है- RPSC II grade 9.12.2011 
 (a) (3

2
, 0) (b) (0,

3

2
) 

 (c) (1,
3

2
) (d) (3

2
, 1) [a] 

व्याख्या:- 

  S = [1 +
(−1)𝑛

𝑛
:       𝑛 ∈ 𝑁] 

45.  यदद 𝒑 और 𝒒 वास्तद्ववक धिात्मक संख्याए ँहैं, तो श्रेिी 
𝟐𝒑

𝟏𝒒 +
𝟑𝒑

𝟐𝒒 +
𝟒𝒑

𝟑𝒒 अणभसारी होगी यदद। 

 RPSC I grade-22.7.16 
 (a) 𝑝 < 𝑞 − 1 (b) 𝑝 < 𝑞 + 1 
 (c) 𝑝 ≥ 𝑞 − 1 (d) 𝑝 ≥ 𝑞 + 1 [a] 

व्याख्या:- 

  ∑𝑢𝑛 = ∑
(𝑛+1)𝑝

𝑛𝑞 = ∑
1

𝑛𝑞−𝑝 [1 +
1

𝑛
]

𝑝
  

 र्मािा ∑𝑣𝑛 = ∑
1

𝑛𝑞−𝑝 ⇒ lim𝑛→∞  
𝑢𝑛

𝑣𝑛
= 1 

अतः 𝑢𝑛 अभिसािी होगी यदद 𝑞 − 𝑝 > 1 ⇒ 𝑞 − 1 > 𝑝 

46.  समुच्चय 𝐒 = {𝒙: 𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟏, 𝒙 ∈ 𝐐} के शलए सत्य कथि 
(a) सर्मुच्चय 𝑆 र्में अिन्त अवयव हैं अत: अपरिबद्ध है। 

 (b) S के उच्चक का अस्स्तत्व िहीं है। 
 (c) S का विम्िक शून्य ह।ै 
 (d) उच्चक एवं विम्िक 𝑆 के अवयव िहीं है।    [c] 

व्याख्या:- 
  S एक परिबद्ध सर्मुच्चय ह ैजिसका विम्िक = 0 ∈  S  
 उच्चक = 1 ∈  S 

47.  यदद अिुक्रम {𝒂𝒏} एक पररममत सीमा 𝒂 को अणभसारी 
होती है और अिुक्रम {𝒃𝒏}, 𝒃 को अणभसारी होती है, तो 

𝐥𝐢𝐦𝒏→∞  
𝒂𝟏𝒃𝒏+𝒂𝟐𝒃𝒏−𝟏………+𝒂𝒏𝒃𝟏

𝒏
 है- 

 RPSC-II Grade-2015 

 (a) 𝑎𝑏 (b) 𝑎𝑏

𝑛
 

 (c) 𝑎𝑛𝑏𝑛 (d) (𝑎𝑏)
1

𝑛 [a] 

व्याख्या:- 
कोशी की सीर्मा वािी प्रथर्म प्रर्मये के प्रयोग स े𝑎𝑛 = 𝑎 + 𝑥𝑛 
 ⇒ lim𝑛→∞  𝑎𝑛 = 𝑎 ⇒ lim𝑛→∞  𝑥𝑛 = 0 
 𝑏𝑛 = 𝑏 + 𝑦𝑛 
 ⇒ lim𝑛→∞  𝑏𝑛 = 𝑏 ⇒ lim𝑛→∞  𝑦𝑛 = 0 
 lim𝑛→∞  

𝑎1𝑏𝑛+𝑎2𝑏𝑛−1+⋯…+𝑎𝑛𝑏1

𝑛
 

 lim𝑛→∞  
(𝑎+𝑥1)(𝑏+𝑦𝑛)+(𝑎+𝑥2)(𝑏+𝑦𝑛−1)+⋯…

𝑛
 

 Lim𝑛→∞  (
𝑎𝑏+

𝑥1𝑦𝑛+𝑥2𝑦𝑛−1+⋯…

𝑛
+𝑎(

𝑦1+𝑦2+⋯

𝑛
)

+𝑏(
𝑥1+𝑥2+⋯.

𝑛
)

) 

 = 𝑎𝑏 + 0 + 𝑎 ⋅ 0 + 𝑏 ⋅ 0 = 𝑎𝑏 

48. 𝟏 −
𝟏

𝟐
+

𝟏

𝟑
−

𝟏

𝟒
+

𝟏

𝟓
−

𝟏

𝟔
+ ⋯ … है-  

 RPSC-II Grade-2015 
 (a) अभिसािी 
 (b) अपसािी  
 (c) दोििीय 
 (d) एकसमाि अभिसािी  [a] 
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ग�णत के �द�गज डॉ. नरेश मेना�रया वत�मान म� पे�स�फक 

�व��व�ालय, उदयपुर म� �ोफेसर एवं �वभागा�य� के �प म�  

काय�रत ह�। ग�णत क� 6 पु�तक� के लेखक डॉ. मेना�रया PHD., 

M.Sc., MBA, B.Ed. �ड�ी धारक है। �वगत 18 वष� से ग�णत  

�श�ण को सम�प�त डॉ. मेना�रया बी.एससी., एम.एससी. एवं

��तयोगी परी�ा� का �श�ण करवा रहे ह�। डॉ. मेना�रया के 

वै�धक एवं भारतीय �तर पर कई ��त��त शोध जन�ल म� 20 से 

अ�धक शोध प� �का�शत हो चुके ह� तथा वे चीन एवं जापान म� 

भी अपने शोध को ��तुत कर चुके ह�। ग�तशील, ऊजा�वान एवं 

उ�साही �श�क के �प म� वे ज�टल ग�णतीय अवधारणा� को 

सरलता से समझाने म� अ��तीय ह�।

अ�नल सर ग�णत एवं �रज�न�ग �वषय के एक ��त��त �वशेष� ह�। 

उनका ज�म राज�थान के सीकर �जले के दांतारामगढ़ �े� म� �आ। 

वे अपनी सरल, �प� तथा �भावी �श�ण शैली के कारण �व�ा�थ�य� 

के बीच अ�यंत लोक��य ह�। ��तयोगी परी�ा� के �े� म� उ�ह� कई 

वष� का समृ� अनुभव �ा�त है। 

उनके कुशल माग�दश�न म� अनेक �व�ा�थ�य� ने �श�क भत�(I,II,III), 

पु�लस कां�टेबल, पु�लस उप�नरी�क, पटवार, �ाम �वकास अ�धकारी 

इ�या�द राज�थान क� �व�भ�न भत� परी�ा� म� उ�लेखनीय सफलता 

हा�सल क� है। �श�ण के साथ-साथ लेखन �े� म� भी उनका मह�वपूण� 

योगदान रहा है। उ�ह�ने ��तयोगी परी�ा� क� तैयारी हेतु कई उपयोगी 

पु�तक� एवं अ�ययन साम�ी का �नमा�ण �कया है, जो �व�ा�थ�य� के �लए 

अ�यंत सहायक �स� हो रही ह�। 
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